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BHS Teil B: Kosten- und Preistheorie

Bei der Kosten- und Preistheorie gibt es drei grundlegende Basisfunktionen, die in diesem Skript
Schritt fir Schritt erarbeitet werden:

e Kostenfunktion K (x) ... ordnet jeder Stiickzahl die damit verbundenen Kosten zu!

e Erlésfunktion E(x) ... ordnet jeder Stiickzahl den damit verbundenen Erl6s zu!

e Gewinnfunktion G(x) = E(x) - K(x) ... ordnet jeder Stiickzahl den damit
verbundenen Gewinn zu!

Video 1/10
1. Kostenfunktion

1.1 Kostenfunktion K(x)

Kostenfunktion K (x) ... ordnet jeder Stiickzahl die damit verbundenen Kosten zu

Die Kosten werden in GE (=Geldeinheiten) und die Stiickzahlen in ME (=Mengeneinheiten) angegeben.

Bemerkung: Die Kostenfunktion ist in der Regel eine streng monoton steigende Funktion — Warum: Je mehr
produziert wird, desto hoher werden die Kosten.
In weiterer Folge zeige ich dir typische Verlaufe einer Kostenfunktion:

TK(x)

Linearer Kostenverlauf

- Die Kostenfunktion K ist streng monoton steigend und linear.
K - Lineare Funktion K(x) = kx +d mitk >0

- Esgilt: K'(x) = k ... konstant

- K(0) = d = Fixkosten

Erklarung: Mit jeder produzierten Stlickzahl steigen die Kosten um den Wert k

Fixkosten K(0) konstant an.

TK(x)

Progressiver Kostenverlauf

- Die Kostenfunktion K ist streng monoton steigend und
linksgekrimmt.

- Esgilt: K'(x) >0 und K" (x) > 0

- K(0) = Fixkosten

Erklarung: Mit jeder produzierten Stlickzahl steigen die Kosten starker an.
Jede zusatzlich produzierte Mengeneinheit verursacht einen héheren
Kostenzuwachs als die vorherige.

Fixkosten K(0)
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TK(x)

Fixkosten

Degressiver Kostenverlauf

- Die Kostenfunktion K ist streng monoton steigend
und rechtsgekrimmt.

-Esgilt: K'(x) >0 und K'""(x) < 0

- K(0) = Fixkosten

Erklarung: Mit jeder produzierten Stlickzahl werden
die zusatzlich anfallenden Kosten geringer. Jede
zusatzlich produzierte Mengeneinheit verursacht
einen geringeren Kostenzuwachs als die vorherige.

In den meisten Fallen (vor allem im Alltag) ist die Kostenfunktion eine Polynomfunktion dritten Grades. Wenn
folgende Eigenschaften gelten, spricht man von einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion:

Xy

4

Typischer Verlauf einer ertragsgesetzlichen
Kostenfunktion

,S-formig”
- Streng monoton steigend

Erklarung: Bei einer Produktion von 0 Stiick fallen
Fixkosten an (Kosten fiir Maschinen, Gerate, Arbeiter,
etc.).

Werden Stlicke produziert, so steigen die Kosten an.
Zu Beginn gibt es einen bestimmten Anstieg, dann
sinken die Kosten, da es zu Vorteilen aufgrund der
Massen-/Mengenproduktion kommt (bis zur
Kostenkehre). Ab der Kostenkehre kommt es zu einer
Uberlastung (z.B. Firma, hohe Uberstunden,
zuséatzliche Gerate, ...). Die Gesamtkosten steigen stark
an.

Beispiel einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion (Polynomfunktion 3. Grades):

K(x)=x3-3x2+4x+5

Aus dieser Gleichung kénnen die Fixkosten K (0) abgelesen werden. Diese betragen K(0) = 5 GE.
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Biigeleisen * (B_217)

Ein Unternehmen stellt Bligeleisen her. Die Produktionskosten lassen sich naherungsweise
durch die folgende Funktion K beschreiben:

K(x)=0,001 - x*-0,13-x*+6,2-x+ 75 mit x=0

X ... Produktionsmenge in Mengeneinheiten (ME)
K(x) ... Kosten bei der Produktionsmenge x in Geldeinheiten (GE)

a) Im nachstehenden Koordinatensystem ist der Graph der Kostenfunktion K dargestellt.
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Ein Kostenverlauf heil3t in einem Bereich degressiv, wenn der Graph der zugehorigen Kos-
tenfunktion in diesem Bereich negativ gekrummt (rechtsgekrimmt) ist.

— Lesen Sie aus der obigen Grafik den gesamten Bereich ab, in dem der Kostenverlauf
degressiv ist.
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1.2 Variable Kostenfunktion K, (x)
Die variable Kostenfunktion entspricht der Kostenfunktion ohne Fixkosten
K(x)=x3-3x2+4x+5->K,(x) = x3 —3x% + 4x
Identer Verlauf zu K (x), jedoch beginnt der Graph im Ursprung!

K(x) TK(x)

|

|

|
Kostenkehre

|
|
|
I
|
1

Kostenkehre

Bsp. 1) Gegeben ist eine Kostenfunktion. Bestimme (i) die Fixkosten, (ii) die variable Kostenfunktion,
(iii) die Kosten bei 5 bzw. 20 produzierten Mengen und (iv) die variablen Kosten bei 10 bzw. 40
produzierten Stlicken.

a. K(x)=2x+10

b. K(x)=3x?+100

c. K(x)=05x3-39x%+12x+ 18
d. K(x) = 1,2x3 — 3,3x% + 79x + 800

Bsp. 2) Ein Firma kann am Tag maximal 100 Gerate produzieren. Die taglichen Fixkosten belaufen sich
auf 330 GE. Pro erzeugtes Gerat kommen weitere 20 GE Produktionskosten hinzu.

Stelle die Kostenfunktion K auf und gib einen passenden Definitionsbereich an.

1.3 Stiickkostenfunktion K (x)

Die Stiickkostenfunktion K (x) gibt die durchschnittlichen Kosten bei x Stiick an, die pro Stiick
anfallen!

Beispiel: Bei 10 produzierten Stiicken fallen Kosten von 60 GE an -> somit waren die
durchschnittlichen Kosten pro Stiick 6 GE/ME, d.h. K(10) = 6 GE/ME

Formel (mit Beispiel):

R0o) =%")HR(10) =%10°)=%= 6 GE /ME
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Typischer Verlauf (Ertragsgesetzliche Kostenfunktion):

N

K(x)
K(x)=x3-3x>+4x+5
K(x)

_ 5
K(x)=T=x2—3x+4+;

1.4 Variable Stiickkostenfunktion K, (x)

Analog zur Stlickkostenfunktion, nur ohne
Beriicksichtigung der Fixkosten wird die
variable Stickkostenfunktion berechnet:

— K
Kv(x) = v(x)
X
Ku(x)
Ky(x) K,(x) = x® —3x% + 4x
X v()—Kv(x)=x2—3x+4
X

Bsp. 3) Gegeben ist eine Kostenfunktion. Bestimme (i) die Stiickkostenfunktion, (ii) die variable
Stiickkostenfunktion, (iii) die Stlickkosten bei 4 bzw. 22 produzierten Stiick und (iv) die variablen
Stiickkosten bei 10 bzw. 30 produzierten Stlicken.

a. K(x)=4x+25

b. K(x) =4x?+ 200

c. K(x)=0,5x3-3,8x%+13x+ 50

d. K(x)=1,3x3—3,2x% + 79x + 1320
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1.5 Grenzkostenfunktion K'(x)

K‘(x) gibt die ungefahre Erhohung der Kosten an, wenn bei x Stiick eine weitere Mengeneinheit
produziert wird!

Beispiel:
K'(5) =10 GE/ME

Wird bei 5 Stiick eine weitere Mengeneinheit produziert, steigen die Gesamtkosten um ca. 10 GE..

Typischer Verlauf — Ermittlung Gber die Kostenfunktion:

Py

K(x)=x3-3x>+4x+5

K'(x) =3x*—6x+ 4

Bsp. 4) Gegeben ist eine Kostenfunktion K mit K(x) = 0,003x3 — 0,118x2 + 5,4x + 100

- x .. Anzahl der produzierten Stiick in ME
- K(x) ... Kosten bei x produzierten Stiick in GE

a. Stelle die variable Kostenfunktion auf.

b. Berechne, wie viele (i) Gesamtkosten bzw. (ii) variable Kosten bei einer Produktion von 20 ME
anfallen.

c. Berechne die mittlere Anderungsrate von K, wenn die Produktion von 20 ME auf 25 ME
erhoht wird.

d. Berechne die Grenzkosten bei 30 ME. Interpretiere diesen Wert im gegebenen Kontext.

Integral der Grenzkostenfunktion K‘(x):

Video 2/10
i. Unbestimmtes Integral:

Das unbestimmte Integral der Grenzkostenfunktion K'(x) liefert die Kostenfunktion K (x).

Beispiel: K‘(x) = 3x% + 3x + 2, Fixkosten = 10 GE

Gesucht: Kostenfunktion K (x)

3
K (x) =]K’(x)dx=J(3x2+3x+2)dx=x3+§x2+2x+10

Wichtig: Die Fixkosten kommen als Integrationskonstante hinzu, da sie die Kosten erhéhen!
(+ Fixkosten)
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Bsp. 5) Gegeben sind jeweils eine Grenzkostenfunktion K'(x) und die zugehdorigen Fixkosten. Ermittle
die Kostenfunktion K (x).

a. K'(x)=0,3x>—-0,5x+6 Fixkosten: 20 GE
b. K'(x) =4x  Fixkosten: 100 GE

c. K'(x)=2x*—4x+15 Fixkosten: 800 GE
d. K'(x) =5  Fixkosten: 10 GE

Tischlereibetrieb (B_269)

Ein Tischlereibetrieb produziert Tischgruppen (Tisch und Sessel), die dsterreichweit vertrieben
werden sollen.

b) Fur ein anderes Produkt wurde eine fehlerhafie Kostenfunktion erstellt:

K(x)=3—)go—x2+96-x+9000

— Erklaren Sie mithilfe des Graphen der Ableitungsfunktion K’, warum diese Funktion keine
Grenzkostenfunktion einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion ist.

Kaseproduktion * (B_468)

Der Produktionsleiter einer kleinen Kaserei hat fir eine bestimmte Kasesorte die taglichen
Produktionskosten genauer untersucht.

a) FUr die der Kostenfunktion K zugehdrigen Grenzkostenfunktion K’ gilt:

K'x)=0,03-x*-0,5-x+5
X ... Produktionsmenge in kg
K'(x) ... Grenzkosten bei der Produktionsmenge x in €/kg

Bei einer Produktionsmenge von 5 kg entstehen Gesamtkosten von € 120.

1) Erstellen Sie eine Gleichung der zugehdrigen Kostenfunktion K.

2) Berechnen Sie die Kostenkehre.

3) Interpretieren Sie das Ergebnis der nachstehenden Berechnung im gegebenen Sach-

zusammenhang.
K(10) -K(5) _ 3
10-5
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Rasenmdhroboter * (B_542)

Immer &fter erledigen Rasenméhroboter die Maharbeiten in Garten.

c) Die Kosten flr die Herstellung von Rasenmahrobotern werden modellhaft durch die streng
monoton steigende Kostenfunktion K beschrieben.

Kx=a-x*+b-x*+c-x+d mit a>0,d>0

X ... Produktionsmenge in ME
K(x) ... Kosten bei der Produktionsmenge x in GE

1) Ordnen Sie den beiden angegebenen Funktionen jeweils den passenden Funktions-
graphen aus A bis D zu.

Kostenfunktion K
Grenzkostenfunktion K’ A
X in ME
@]
B
x in ME
@]
(&
xin ME
0]
D
X in ME
@]

Grenzkosten * (B_316)

Ein Betrieb erhebt die Grenzkosten flr unterschiedliche Produkte.

a) FUr eine quadratische Grenzkostenfunktion K mit K’(x) = a - x? + b - x + ¢ ergeben sich
folgende Zusammenhange:

Anzahl der produzierten Mengeneinheiten (ME) 20 50 60
Grenzkosten in Geldeinheiten/Mengeneinheit (GE/ME) 1060 | 7120 | 10340

— Interpretieren Sie den Grenzkostenwert 1060 im gegebenen Sachzusammenhang.
— Stellen Sie die Funktionsgleichung dieser Grenzkostenfunktion auf.
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Pumpenproduktion (B_169)

Bei der Produktion von Schmutzwasserpumpen wird ein bestimmtes Modell hergestelit. Fir die
Kostenfunktion K bei der Herstellung dieses Modells gilt:

K(x)=0,0012 -x®*-0,5-x?>+80-x+ 10000

X ... Stlickzahl produzierter Schmutzwasserpumpen
K(x) ... Kosten bei der Produktion von x Schmutzwasserpumpen in Euro (€)

b) - Berechnen Sie die mittlere Anderungsrate der Kosten, wenn die Produktion von
100 auf 101 Stick erhoht wird.
— Berechnen Sie die Grenzkosten fur 100 Sttck mithilfe der Grenzkostenfunktion.
— Begrinden Sie, warum die Ergebnisse dieser Berechnungen unterschiedlich sind.

Grenzkosten und Stiickkosten (B_130)

Als Grenzkostenfunktion K’ bezeichnet man die 1. Ableitung der Gesamtkostenfunktion K.

Bei der Herstellung eines bestimmten Produkts wahrend zweier aufeinanderfolgender Herstel-
lungsperioden koénnen die Grenzkosten durch eine lineare Grenzkostenfunktion Ki' (Abb. 1)
und eine quadratische Grenzkostenfunktion K>’ (Abb. 2) beschrieben werden.

X ... Produktionsmenge in Stlck (Stk.)
Ki'(x), K2'(x) ... Grenzkosten in Euro pro Stlick (€/Stk.) bei x erzeugten Stk.

Ky'in €/Stk K,' in €15tk
35 18

25
20
15 8

10

6 X in Stk 5 X in Stk

o 20 40 60 80 100 120 140 0O 20 40 60 80 100 120 140 160

Abb. 1 Abb. 2

a) - Ermitieln Sie die Gleichung der Grenzkostenfunktion Ki' aus dem Graphen der
Abb. 1.
— Berechnen Sie mithilfe der Grenzkostenfunktion K’ die Gesamtkostenfunktion Kj,
wenn die Fixkosten € 260 betragen.
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Computerspiele (2) (B_151)

Ein Unternehmen produziert Computerspiele.

b) Fur die Produktion des Spiels Super Maxi wird der Verlauf der Grenzkosten durch die
Funktion K’ mit K'(x) = 0,0003x° — 0,2x + 40 beschrieben.

— Stellen Sie die Gleichung der Kostenfunktion K auf, wenn die Fixkosten 2000 GE
betragen.

— Erklaren Sie die Bedeutung der Kostenkehre in Bezug auf die Zunahme der Kosten
pro zusatzlich produzierter ME.

Jungunternehmerin * (B_207)

Eine Jungunternehmerin Gibernimmt einen Betrieb. Daher informiert sie sich Uber die Preis-
und Kostensituation der Produkte.

c¢) Die Grenzkostenfunktion eines weiteren Produktes ist gegeben: K’(x) = 6-x2— 38-x + 64.
Die Kosten flr die Produktion von 2 ME betragen 72 GE.

— Stellen Sie die Funktionsgleichung der Gesamtkostenfunktion K auf.

Zeitschriften (1) * (B_461)

a) Die Kosten fur die Produktion der Sport-Zeitschrift Bike and Run kénnen durch eine er-
tragsgesetzliche Kostenfunktion K modelliert werden:

Kx)=a-x*+b-x*+c-x+79

X ... Produktionsmenge in ME
Kix) ... Kosten bei der Produktionsmenge x in GE

Bei einer Produktion von 10 ME betragen die Kosten 100 GE und die Grenzkosten
1,5 GE/ME.

1) Erstellen Sie die beiden Gleichungen, die diesem Sachverhalt entsprechen.

Weiters gilt: K”(10) =-0,1

2) Interpretieren Sie das Vorzeichen von K”(10) in Bezug auf den Verlauf des Funktions-
graphen von K.

3) Ermitieln Sie die Koeffizienten a, b und ¢ der Kostenfunktion K.

d) — Begriinden Sie, warum der Funktionsgraph in der nachstehenden Abbildung keine
Grenzkostenfunktion einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion beschreiben kann.

3_
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ii. Bestimmtes Integral:

Das bestimmte Integral (bzw. die Flache unter der Grenzkostenfunktion) entspricht den variablen
Kosten bei dieser Stiickzahl (Integral der Grenzkostenfunktion = Kostenfunktion)

Achtung: Gegebenfalls miissen Fixkosten dazu-addiert werden (bzw. nicht bericksichtigt werden)

14
Beispiel:
12 K'(x) =3x>—6x+4
10 Berechne die variablen Kosten, die bei 3
produzierten ME anfallen.
8
6 3 3
f K'(x) dxzf 3x2 —6x + 4dx
4 0 0
3 2 3
X X 3
2 . e 4 — 3 _ 2 4
Kosten = 12 GE lg 37 %27 xl = 3+ 4ad
X, 0
0 0.5 ! 10 2 2% 3 33-3:3244-3-(03-3-02+4-0)
=12 GE
25T

Bsp. 6) Gegeben ist eine Grenzkostenfunktion K‘(x). Die
zugehorige Kostenfunktion K(x) gibt die Produktionskosten in
20 GE an, die bei x produzierten ME anfallen. Die Fixkosten
betragen 100 GE.

15 a. Ermittle die Funktionsgleichungen von K‘(x) und K(x).
K'(x)
b. Berechne den griin markierten Flacheninhalt auf zwei
10 verschiedene Moglichkeiten (Bestimmtes Integral &

Flacheninhalt des Vierecks).

c.Interpretiere den Wert des Flacheninhalts im gegebenen
Sachzusammenhang.
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SiiBwarenproduktion * (B_545)

Ein Unternehmen produziert StBwaren.

b) Die Gesamtkosten bei der Produktion von Waffelschnitten kdnnen durch die lineare Kosten-
funktion K beschrieben werden.

Kx)=a-x+b

X ... Produktionsmenge in ME
K(x) ... Gesamtkosten bei der Produktionsmenge x in GE

In Abbildung 1 sind die Graphen der Grenzkostenfunktion K” und der Durchschnittskosten-
funktion K dargestellt.

K'(), K(x) in GE/ME 16 4 Kt in GE

14

12 H

Xl

8-

K’ 47
0,6

x in ME x in ME
O T O I I T I I I I
0 5 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Abbildung 1 Abbildung 2
1) Geben Sie die Steigung a der Kostenfunktion K an.
as= GE/ME

2) Zeichnen Sie in Abbildung 2 den Graphen der Kostenfunktion K ein.

1.6 Anwendungen der Kostenfunktion Video 3/10

1. Bestimmung der Kostenkehre iiber die Kostenfunktion bzw. Grenzkostenfunktion:

10 Die Kostenkehre ist der Wendepunkt der Kostenfunktion
K (x). Dabei geht die degressive Kostenfunktion in eine
8 progressive Kostenfunktion Gber.
Kostenkehre

K"(x) =0

|
I
|
]
1
4 : Grenzkostenfunktion K'(x) — denke an die NEW-Regel:
I Eine Wendestelle wird in der ersten Ableitung zu einer
: Extremstelle.
2 |
|
T Minimum X Bestimmung des Minimums: K" (x) = 0 & K"""(x) > 0
0 05 1 15 2 2.5

Die Kostenkehre entspricht auch dem Minimum der
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https://www.youtube.com/watch?v=ySBEXsQjUPI&list=PLlXxzjCQJaspE_TU6KurD5csPuolZ2ADL&index=3

12 Bsp. 7) Gegeben ist eine Grenzkostenfunktion K‘(x). Die
zugehorige Kostenfunktion K(x) gibt die Produktionskosten an,
10 die bei x produzierten ME anfallen.
8 a.Ermittle graphisch die Stelle der Kostenkehre.
6 b.In der Graphik ist eine Flache griin markiert. Gib eine
K (X) mathematische Formel an, mit der du den Inhalt der Flache
4 berechnen kannst.
c. Interpretiere den Wert des Flacheninhalts im
2 gegebenen Sachzusammenhang.
XS
0 10 20 30 40 50 Video 4/10

Kosten * (B_319)

Kostenfunktionen geben den Zusammenhang zwischen der produzierten Menge und den
dazugehdrigen Gesamtproduktionskosten an.

c) Gegeben ist die Kostenfunktion K mit K(x) = 0,1x% - 0,6x2 + 5x + 10 flUr eine produzierte
Menge von 0 < x < 6 ME.

— Berechnen Sie die Kostenkehre.
— Geben Sie diejenigen Bereiche an, in denen der Kostenverlauf degressiv bzw. progressiv
ist.

Rohrproduktion * (B_089)

b) Die Grenzkostenfunktion K’ fur die Herstellung von Kunststoffrohren ist gegeben durch:
e XD 700,
K(x)_32 X 7 X+ 60
X ... produzierte Menge in ME

K'(x) ... Grenzkosten bei der produzierten Menge x in GE/ME

— Erstellen Sie eine Gleichung der zugehdrigen Kostenfunktion K mit K(16) = 600.
— Berechnen Sie die Kostenkehre.
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Elektronikhersteller (B_140)

Ein Elektronikhersteller erzeugt Spielkonsolen und Gamecontroller.

a) Die folgende Tabelle gibt die Grenzkosten K’(x) in Abhangigkeit von der Produktions-
menge x von Spielkonsolen an:

| X 100 | 150 | 200 | 250 300 | 350 | 400
| K'(x) 125 105 102 114 141 184 | 242

X ... Produktionsmenge in Stlck (STK)
K’(x) ... Grenzkosten in Euro pro Stlck (€/STK)

— Erstellen Sie mithilfe einer Regression eine passende quadratische Grenzkostenfunktion.
— Erklaren Sie, wie man hier die Kostenkehre berechnet.

— Erklaren Sie die Bedeutung der Kostenkehre.

— Berechnen Sie die Gleichung der Gesamtkostenfunktion bei Fixkosten von € 11.200.

Kaseproduktion * (B_468)

Der Produktionsleiter einer kleinen Késerei hat fiir eine bestimmte Késesorte die taglichen
Produktionskosten genauer untersucht.

a) Fur die der Kostenfunktion K zugehorigen Grenzkostenfunktion K” gilt:

K'*)=0,03-x2-05-x+5
X ... Produktionsmenge in kg
K'(x) ... Grenzkosten bei der Produktionsmenge x in €/kg

Bei einer Produktionsmenge von 5 kg entstehen Gesamtkosten von € 120.

1) Erstellen Sie eine Gleichung der zugehdrigen Kostenfunktion K.
2) Berechnen Sie die Kostenkehre.

3) Interpretieren Sie das Ergebnis der nachstehenden Berechnung im gegebenen Sach-

zusammenhang.
K(10) - K(5) _ 3
10-5

K&seproduktion * (B_468)

Der Produktionsleiter einer kleinen Kaserei hat flir eine bestimmte Késesorte die téglichen
Produktionskosten genauer untersucht.

a) Fur die der Kostenfunktion K zugehorigen Grenzkostenfunktion K gilt:

K'x)=0,03-x*-05-x+5
X ... Produktionsmenge in kg
K'(x) ... Grenzkosten bei der Produktionsmenge x in €/kg

Bei einer Produktionsmenge von 5 kg entstehen Gesamtkosten von € 120.

1) Erstellen Sie eine Gleichung der zugehdrigen Kostenfunktion K.
2) Berechnen Sie die Kostenkehre.

3) Interpretieren Sie das Ergebnis der nachstehenden Berechnung im gegebenen Sach-

zusammenhang.
K(10)-K(5) _ 3
10-5
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Mébel * (B_513)

b) In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Kostenfunktion K eines Betriebs bei
der Produktion von Kleiderschranken dargestellt.

| i |
100 000 _,KW(X) in GE | | 7

80000 - : — ]

60 000 - i /

40000 +—— /
/
Ve |
20000
/

T T T T T T
0 50 100 160 200 250 300 350 400 450 500 550 600

| xin Stiick

0

7

X ... Produktionsmenge in Stlick
K, (x) ... Gesamtkosten bei der Produktionsmenge x in GE

1) Lesen Sie das groBtmaogliche Produktionsintervall ab, in dem der Verlauf der
Kostenfunktion K. degressiv ist.

2) Ermitteln Sie mithilfe der obigen Abbildung die Stlickkosten bei einer Produktion von
200 Stick.

Die Fixkosten kénnen um 10 % reduziert werden.

3) Begriinden Sie, warum sich die Grenzkostenfunktion dadurch nicht andert.

Aufstellen von Kostenfunktionen

Bsp. 8) Die Fixkosten zur Produktion eines bestimmten Artikels betragen 2800 GE. Die Kostenkehre
liegt bei 6 ME. Die Gesamtkosten bei einer Produktionsmenge von 6 ME betragen 3050 GE. Bei einer
Produktionsmenge von 10 ME betragen die Gesamtkosten 3200 GE.

Der Kostenverlauf soll mit Hilfe einer Kostenfunktion K mit K(x) = ax® + bx? + cx + d beschrieben
werden.

a. Erstelle ein Gleichungssystem zur Berechnung der Parameter der Kostenfunktionen.
b. Berechne die Parameter und stelle die Kostenfunktion K auf.

Bsp. 9) Ein Unternehmen produziert ein bestimmtes Produkt. Die Kosten bei einer Produktionsmenge
von 10 ME betragen 154 GE. Die Kostenkehre liegt bei einer Produktionsmenge von 1,5 ME. Bei der
Kostenkehre betragen die anfallenden Kosten 13,75 GE. Bei einer Produktionsmenge von 20 ME
betragen die Grenzkosten 207,4 GE/ME.

Der Kostenverlauf soll mit Hilfe einer Kostenfunktion K mit K(x) = ax® + bx? + cx + d beschrieben
werden.

a. Erstelle ein Gleichungssystem zur Berechnung der Parameter der Kostenfunktionen.
b. Berechne die Parameter und stelle die Kostenfunktion K auf.
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Ertragsgesetzliche Kostenfunktion (B_136)

Die Gesamtkosten K fur die Herstellung eines bestimmten Produkts in Abhéngigkeit von der
Produktionsmenge x verlaufen nach einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion.

X ... Anzahl der produzierten Mengeneinheiten (ME)
K(x) ... Gesamtkosten bei x ME in Geldeinheiten (GE)

Die Kostenfunktion muss in diesem Fall die folgenden Bedingungen erflillen:

1. Es existiert ein positiver Funktionswert an der Stelle x = 0.

2. Die Kurve hat keinen Extremwert.

3. Die Kurve muss streng monoton steigen.

4. Sie muss im 1. Quadranten von einem degressiven Verlauf in einen progressiven wechseln.

c) Eine Polynomfunktion 3. Grades beschreibt eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion. Die
Fixkosten betragen 25 GE. Die Kostenkehre liegt bei 5 ME. Die Gesamtkosten an der
Kostenkehre betragen 53,8 GE. Die Tangente an den Graphen der Gesamtkostenfunk-
tion hat an der Stelle x = 2 ME einen Anstieg k = 6.

- Stellen Sie ein Gleichungssystem auf, mit dem man die Parameter der Kostenfunktion
berechnen kann.

Sportartikel * (B_348)

b) Die Fixkosten fur die Erzeugung eines bestimmten Sportartikels betragen 2900 GE. Die
Kostenkehre liegt bei 5 ME. Die Gesamtkosten bei einer Produktionsmenge von 5 ME
betragen 3100 GE. Bei einer Produktionsmenge von 9 ME betragen die Gesamtkosten
3252,80 GE.

Der Kostenverlauf soll mithilfe einer Kostenfunktion K mit K(x) =a-x*+b-x>+c-x+d
beschrieben werden.

— Erstellen Sie ein Gleichungssystem zur Berechnung der Koeffizienten dieser Kosten-
funktion.
— Berechnen Sie die Koeffizienten dieser Kostenfunktion.

Kosten * (B_319)

Kostenfunktionen geben den Zusammenhang zwischen der produzierten Menge und den
dazugehdrigen Gesamtproduktionskosten an.

a) Von einer kubischen Kostenfunktion K mit K(x) = ax® + bx2 + cx + d kennt man folgende
Eigenschaften:

(1) Die Fixkosten betragen 4 GE.

(2) Bei einer Produktionsmenge von 10 ME betragen die Gesamtkosten 2124 GE.
(8) Das Betriebsoptimum liegt bei 2 ME.

(4) Die langfristige Preisuntergrenze betragt 14 GE/ME.

— Stellen Sie ein Gleichungssystem zur Ermittlung dieser Kostenfunktion auf.
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2. Bestimmung des Betriebsoptimums und —minimums, bzw. der Preisuntergrenzen Video 5/10

= Betriebsoptimum: Das Betriebsoptimum ist jene Stiickzahl x,pr, bei der die
Stlickkosten minimal sind (Einheit: in ME)

» Langfristige Preisuntergrenze: Stiickkosten beim Betriebsoptimum - K (x,pr)
(Einheit: in GE/ME)

Interpretation:

= |m Betriebsoptimum erreicht das Verhaltnis zwischen Gesamtkosten und Produktionsmenge
das glinstigste Verhaltnis. Die Kosten pro erzeugter ME sind hier am geringsten.

= Verkauft man eine Stiickzahl zum Preis der langfristigen Preisuntergrenze, so werden die
Fixkosten und variablen Kosten gedeckt. Dabei wird noch kein Gewinn erzielt. Wird ein
hoherer Preis erwirtschaftet, so macht die Firma bzw. das Unternehmen Gewinn.

Warum konnte es Sinn machen, ein Produkt zum Preis der langfristigen Preisuntergrenze zu
etablieren?

- Man mochte mit einem Produkt einen Wettbewerber unter Druck setzen, die mit diesem
niedrigen Preis nicht mithalten wollen/kénnen. Dabei nimmt man bewusst in Kauf, dass kein
Gewinn erwirtschaftet wird.

Dieser Betrag soll nicht unterschritten werden, da ansonsten Verluste entstehen.

Video 6/10

= Betriebsminimum: Das Betriebsminimum ist jene Stiickzahl x,,;y, bei der die
variablen Stiickkosten minimal sind (Einheit: in ME)

»  Kurzfristige Preisuntergrenze: Variable Stiickkosten beim Betriebsminimum - K, (x;;n)
(Einheit: in GE/ME)

Interpretation:

= |m Betriebsminimum erreicht das Verhaltnis zwischen variablen Kosten und
Produktionsmenge das glinstigste Verhaltnis. Die variablen Kosten pro erzeugter ME sind hier
am geringsten.

= Verkauft man eine Stiickzahl zum Preis der kurzfristigen Preisuntergrenze, so werden nur die
variablen Kosten gedeckt. Die Fixkosten werden nicht gedeckt & in Summe macht das
Unternehmen Verlust.

Warum konnte es Sinn machen, ein Produkt zum Preis der kurzfristigen Preisuntergrenze zu
verkaufen?

- Man mochte ein neues Produkt im Markt etablieren (z.B. Sonderangebot — weckt die

Aufmerksamkeit)
- Man moéchte Wettbewerber verdrangen, die mit einem solch niedrigen Preis nicht mithalten
konnen (bedenke: es entsteht stets der Verlust der Fixkosten).
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2.1 Bestimmung Betriebsoptimum und langfristige Preisuntergrenze:

i Graphische Bestimmung tUber den Funktionsgraph der Kostenfunktion K (x):

Lege eine Gerade ausgehend vom Ursprung so an den Graphen der Kostenfunktion, dass die Gerade
den Graphen in genau einem Punkt beriihrt:

- Die Stelle des Beriihrungspunktes ist das Betriebsoptimum xpy.
- Mit Hilfe des Funktionswertes K(xopt) kann die langfristige Preisuntergrenze berechnet
werden. Der Funktionswert wird an der y-Achse abgelesen.

. .. . K(x =
Langfristige Preisuntergrenze = % = K(Xopt)
opt
10
K(xopT) i Aus dem Graphen kann man ablesen, dass das
1
8 ! Betriebsoptimum bei ca. 2,1 produzierten ME liegt.
K(x) :
6 ‘ XopT = 2,1 ME
|
1
4 : Der Funktionswert K (xopr) ist ca. 9,3. Mit diesen
: Werten kann die langfristige Preisuntergrenze
1
2 ! naherungsweise ermittelt werden:
1
! A K(xopr) 93
05 0 0.5 1 15 2 25 P 1™ 4,4 GE/ME
XoPT opT ’
-2

ii. Bestimmung iiber die Stiickkostenfunktion K (x) — graphisch & rechnerisch:

Wiederholung Definition Betriebsoptimum: Stickzahl xpr, bei der die Stiickkosten minimal sind ->
d.h. MINIMUM (=Extremum)

Graphische Ermittlung Rechnerische Ermittlung
Ermittlung des Tiefpunktes
= x-Koordinate = Betriebsoptimum x,pr * K(x)ableiten » K'(x) =0
*» y-Koordinate K (x,,) = Langfriste Preisuntergrenze — Betriebsoptimum = xopr

=  Kontrolle, ob es sich um ein Minimum
handelt: K" (xgpr) > 0

=  Ermittlung der langfristigen
Preisuntergrenze

Das Betriebsoptimum x,,,; muss man in
die Stiickkostenfunktion K (xp;)
einsetzen:

Langfristige Preisuntergrenze =

1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 _
K(xozrt)

Betriebsoptimum: xppr = 2,1 ME

Langfristige Preisuntergrenze: K (xopr) ~ 4,3 GE/ME
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2.2 Bestimmung Betriebsminimum und kurzfristige Preisuntergrenze:

i Bestimmung Uber den Funktionsgraph der Kostenfunktion K (x):

Lege eine Gerade ausgehend von den
Fixkosten = Punkt (0, K(0)) so an den
Graphen der Kostenfunktion, dass die
Gerade den Graphen in genau einem
Punkt berthrt:

Die Stelle des Beriihrungspunktes ist
das Betriebsminimum x;; .

-04 -02 0 02 0.4 0.6 08 1 1.2 1.4 16 1.8 2 22

XMIN

ii.  Bestimmung Gber den Funktionsgraph der variablen Kostenfunktion K,,(x):

Lege eine Gerade ausgehend vom
Ursprung so an den Graphen der
variablen Kostenfunktion, dass die
Gerade den Graphen in genau einem
Ke(xviy) [T 77777777 =R Punkt bertihrt. Die Stelle des
Berlihrungspunktes ist das

]
i
I
K. (x) ! Betriebsminimum x,,;y-
1
E Mit Hilfe des Funktionswertes K, (xp )
! X, kann die kurzfristige Preisuntergrenze
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 X
X berechnet werden. Der Funktionswert
- wird an der y-Achse abgelesen.
- . _ Ky (Xmin) 7 2
Kurzfristige Preisuntergrenze = - = »(Xmin)
min

iii. Bestimmung iiber die variable Stiickkostenfunktion K,,(x) — graphisch & rechnerisch:

Wiederholung Definition Betriebsminimum: Stiickzahl x,,,;,,, bei der die variablen Stiickkosten
minimal sind -> d.h. MINIMUM (=Extremum).

Graphische Ermittlung Rechnerische Ermittlung

Ermittlung des Tiefpunktes
= x-Koordinate = Betriebsminimum x,,;y

— > . s
= y-Koordinate K (x,y) = Kurzfristige Preisuntergrenze | * K, (x) ableiten - K, (x) =0
— Betriebsminimum = xp;y

6 = Kontrolle, ob es sich um ein Minimum handelt:
—
K, (cpn) >0

. =  Ermittlung der kurzfristigen Preisuntergrenze

05 0 0.5 1 1.5 2 25 3 Das Betriebsminimum x,;;,y muss man in die variable

& Stiickkostenfunktion K,,(x,,;y) einsetzen:

Betriebsminimum: Xy = 1,5 ME Kurzfristige Preisuntergrenze = K, (xy;n)

Langfristige Preisuntergrenze: K, (x3;;v) ~ 1,8 GE/ME
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Bsp. 10) Bestimme rechnerisch die Kostenkehre, das Betriebsoptimum, das Betriebsminimum, sowie
die langfristige und kurzfristige Preisuntergrenze zur zugehérigen Kostenfunktion K (x).

a. K(x)=0,02x3—3,1x%2 + 170x + 700

b. K(x)=0,3x3 — 1,2x2 + 20x + 120

c. K(x)=0,0004x3—0,027x% + 98x + 47 000

Bsp. 11) Gegeben ist der Graph einer Stiickkostenfunktion K (x). Bestimme graphisch das
Betriebsoptimum und die langfristige Preisuntergrenze. Interpretiere die Werte im Kontext.

207
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Bsp. 12) Gegeben ist der Graph einer Kostenfunktion K(x). Bestimme graphisch das Betriebsoptimum,

das Betriebsminimum, die langfristige und kurzfristige Preisuntergrenze.
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Bsp. 13) Gegeben ist der Graph einer variablen Kostenfunktion K,,(x). Bestimme graphisch das
Betriebsminimum und die kurzfristige Preisuntergrenze. Interpretiere die Werte im gegebenen Kontext.

30 40
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30
20

Ku(x)

15 20
10

10

X, Xy
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 1 2 3 4 5

Bsp. 14) Gegeben ist der Graph einer variablen Stiickkostenfunktion K,,(x). Bestimme graphisch das
Betriebsminimum und die kurzfristige Preisuntergrenze.
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Bsp. 15) Eine allgemeine, ertragsgesetzliche Kostenfunktion K ist gegeben mit K (x) = ax3 + bx? + cx + d.
Gib eine Gleichung an, mit der du das Betriebsoptimum bestimmen kannst.
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Biigeleisen * (B_217)

Ein Unternehmen stelit Bligeleisen her. Die Produktionskosten lassen sich ndherungsweise
durch die folgende Funktion K beschreiben:

Kx)=0,001 - x*-0,13-x2+6,2-x+ 75 mit x=0

X ... Produktionsmenge in Mengeneinheiten (ME)

K(x) ... Kosten bei der Produktionsmenge x in Geldeinheiten (GE)

b) — Ermitteln Sie diejenige Produkiionsmenge, bei der die Stlickkosten (Durchschnittskos-

ten) minimal sind.
— Zeigen Sie, dass bei dieser Produktionsmenge die Stlickkosten (Durchschnittskosten)

gleich den Grenzkosten sind.

Digitalkameras (B_126)
Eine spezielle Ausgabe von Digitalkameras wird verkauft.
a) - Erklaren Sie, wie die langfristige Preisuntergrenze aus den Produktionskosten K, die bei der

Erzeugung der Kameras anfallen, ermittelt werden kann.
— Argumentieren Sie, welche Bedeutung die langfristige Preisuntergrenze flr den Betrieb hat.

Elektronikhersteller (B_140)

Ein Elektronikhersteller erzeugt Spielkonsolen und Gamecontroller.

b) Die nachstehende Grafik zeigt die Stlckkosten in Abhangigkeit von der erzeugten
Menge an Spielkonsolen.

Stuckkosten in €/STK

12001

10001

800

600

400

2001
Produktionsmenge in STK

0 100 200 300 400 500 600 700

- Lesen Sie die langfristige Preisuntergrenze ab.
— Erklaren Sie, welcher Erlés zu erwarten ist, wenn man die dem Betriebsoptimum

entsprechende Menge an Spielkonsolen produziert und alle zum Preis der lang-
fristigen Preisuntergrenze verkauft.
— Lesen Sie aus der Grafik die Stuickkosten bei der Herstellung von 450 Konsolen ab.
— Ermitteln Sie den Marktpreis, mit dem eine Konsole verkauft werden muss, wenn
450 Konsolen hergestellt und mit einen Gewinn von € 20.000 verkauft werden sollen.

THEORIE: Kosten- und Preistheorie Seite 22 von 64



Fruchtsaftproduktion * (B_483)
Ein Unternehmen produziert den Fruchtsaft Mangomix.

b) In der nachstehenden Abbildung sind die Graphen der Grenzkostenfunktion K’, der Durch-
schnittskostenfunktion K und der variablen Durchschnittskostenfunktion K flr den Frucht-
saft Mangomix dargestellt.

Vier Produktionsmengen, x, bis x,, sind auf der horizontalen Achse markiert.

"N

K'(X), Kx), K () in €/l

1) Ordnen Sie den beiden Begriffen jeweils die zutreffende Produktionsmenge aus A bis D
zu. [2 zu 4]

Kostenkehre Produktionsmenge x,

Betriebsminimum Produktionsmenge x,,

Produktionsmenge X,

| O| | >

Produktionsmenge x,,

Grenzkosten und Grenzerlos * (B_421)

b) Um flr eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion K mit K(x)=a-x®*+b -x?2+c-x+d das
Betriebsoptimum zu ermitteln, wurde folgende Rechnung angesetzt:

K 2 d
5 8K +b-x+c+x

(@)'=2-a-x+b+%

Dabei ist die Berechnung der Ableitungsfunktion fehlerhaft.

— Stellen Sie die Berechnung der Ableitungsfunktion richtig.
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Grenzkosten und Stiickkosten (B_130)

Als Grenzkostenfunktion K' bezeichnet man die 1. Ableitung der Gesamtkostenfunktion K.
Bei der Herstellung eines bestimmten Produkts wahrend zweier aufeinanderfolgender Herstel-
lungsperioden kénnen die Grenzkosten durch eine lineare Grenzkostenfunktion Ki' (Abb. 1)

und eine quadratische Grenzkostenfunktion Kz’ (Abb. 2) beschrieben werden.

X ... Produktionsmenge in Stick (Stk.)

Ki'(x), K2'(x) ... Grenzkosten in Euro pro Stlck (€/Stk.) bei x erzeugten Stk.

Ky' in €/Stk
35

25

20

X in Stk

K,'in €/Stk

X in Stk

o 20 40 60 20 100 120

140

O 20 40 60 80 100 120 140 160

Abb. 1

Abb. 2

c) Die Kostenfunktion fur die Herstellung eines anderen Produkts lautet:

Kilx) = 0,0006x3 + 0,02x2 + 10x + 250

X ... Produktionsmenge in Stick (Stk.)

Kix) ... Gesamtkosten in Euro (€) bei Erzeugung von x Stk.

— Ermitteln Sie die Gleichungen der Grenzkostenfunktion K’ und der Stiickkosten-

funktion K = g

— Zeichnen Sie im Definitionsbereich [0;250] die Graphen der beiden Funktionen K' und

K in ein Koordinatensystem.

— Interpretieren Sie den Schnittpunkt der beiden Kurven im Zusammenhang mit dem

Betriebsoptimum und den minimalen Stickkosten.

Mébel * (B_513)

c) Die Kostenfunktion K, eines Betriebs bei der Produktion von Kommoden ist gegeben

durch:

K,(x) =0,001-x*-0,9-x%+a - x+3000

X ... Produktionsmenge in Stlick

K,(x) ... Gesamtkosten bei der Produktionsmenge x in GE

Bei einer Produktion von 100 Kommoden hat der Betrieb Gesamtkosten von 35000 GE.

1) Berechnen Sie den Koeffizienten a der Kostenfunktion K.

2) Berechnen Sie das Betriebsoptimum.

Der Break-even-Point wird bei einem Verkauf von 60 Kommoden erreicht.

3) Berechnen Sie den Preis pro Kommode bei dieser verkauften Menge.
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Kosten * (B_319)

Kostenfunktionen geben den Zusammenhang zwischen der produzierten Menge und den
dazugehorigen Gesamtproduktionskosten an.

b) Die nachstehende Abbildung zeigt den Graphen einer anderen Kostenfunktion und die
Tangente an diesen Graphen durch den Koordinatenursprung.

K in GE
90 1

80 1
701
60 1
50 1
40
301
201

101

x in ME

0 2 4 6
— Interpretieren Sie die Bedeutung der x-Koordinate des Bertihrpunktes T und der Stei-
gung dieser Tangente im Sachzusammenhang.

Kostenanalyse (B_141)

Ein Betrieb stellt im Wesentlichen 2 verschiedene Produkte her. Um gewinnbringend zu produ-
zieren, wurden jeweils die bei der Produktion anfallenden Kosten in Abhangigkeit von der pro-
duzierten Menge untersucht. Dabei werden folgende Bezeichnungen verwendet:

X ... erzeugte Menge in Mengeneinheiten (ME)
Ki(x) ... Gesamtkosten bei x erzeugten ME in Geldeinheiten (GE)

b) Die nebenstehende Grafik stellt die Stiickkosten K und die Grenzkosten K’ im Herstel-
lungsprozess des 2. Produkis in Abhangigkeit von der Produktionsmenge dar.

— Interpretieren Sie die Bedeutung [ ket R im cENE

der x-Koordinate des Schnitt- 2 o ot sttt Bt b ) RGOk Ao b b N b At ol otttk
punkts dieser Funktionsgraphen ! . ! !
im Sachzusammenhang. e e s e e B
— Lesen Sie die langfristige Preis- ! ! ! !
untergrenze aus der Grafik ab. A I LR - - s A T - S—-—
— Dokumentieren Sie in Worten, ; ! ! ' ' ' !
wie man das Betriebsoptimum wod o\

und die langfristige Preisunter-
grenze mithilfe der Differenzial-
rechnung berechnen kann.
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Kaseproduktio

n * (B_468)

Der Produktionsleiter einer kleinen Késerei hat fiir eine bestimmte Késesorte die taglichen
Produktionskosten genauer untersucht.

b) In der nachstehenden Abbildung sind die Graphen der Stiickkostenfunktion K und der

variablen S

tiickkostenfunktion K, dargestellt.

[ K(x), K (x) in €/kg

16 4

xinkg
O 1) L] L) T T >
0 10 20 30 40 50

7

1) Lesen Sie aus der obigen Abbildung das Betriebsoptimum ab. Geben Sie die zugehdrige
Einheit an.

2) Lesen Sie aus der obigen Abbildung die kurzfristige Preisuntergrenze ab. Geben Sie die
zugehorige Einheit an.

Lackproduktion * (B_433)

Ein Unternehmen stellt verschiedene Lacke her. Es wird die monatliche Produktion betrachtet.

b) Im nachstehenden Diagramm ist der Graph der Kostenfunktion K flr die Herstellung des
Lacks VariColor dargestellt.

200

180 1

160

140 1

120

100 -

80 1

60 1

401

204

i K(xLiin GEL

| I | |

|

| |
| | | | |
T T

0

|

|

1

|

L . .
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Das Betriebsoptimum kann mithilfe des Graphen der Kostenfunktion K ermitielt werden,
indem man diejenige Tangente an den Graphen von K einzeichnet, die durch den Ko-
ordinatenursprung verlauft. Die x-Koordinate des BerUhrpunkts ist das Betriebsoptimum.

— Ermitteln
— Ermitteln

Sie grafisch mithilfe des obigen Diagramms das Betriebsoptimum.
Sie die langfristige Preisuntergrenze.
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Maschinenring (B_182)

Vier landwirtschaftliche Betriebe, die Weizen anbauen, haben sich zu einem Maschinenring
zusammengeschlossen.

c) Die Landwirte des Maschinenrings diskutieren Uber die Begriffe Betriebsoptimum und
Betriebsminimum.

— Ordnen Sie den beiden Begriffen jeweils die korrekte Aussage aus A bis D zu. [2 zu 4]

Betriebsoptimum A Hier spielen die Fixkosten keine Rolle.

Betriebsminimum B Hier erzielt man den hdchsten Erlds.

Hier sind die Durchschnittskosten am
kleinsten.

D Hier steigt der Gewinn am starksten.

Miststreuer (B_286)

Ein Unternehmen stellt Miststreuer her. Die Produktion sowie der Verkauf werden innerhalb
eines Jahres betrachtet.

b) Die jahrlichen Fixkosten flr die Herstellung eines Produktionsteils des Miststreuers
belaufen sich auf 8000 Geldeinheiten (GE).
Die variablen Gesamtkosten kénnen durch folgende Funktion beschrieben werden:

K/x)=0,11-x3-5-x2+80-x mit x>0

X ... produzierte Mengeneinheiten (ME)

K,(x) ... variable Kosten in GE bei x produzierten ME

— Dokumentieren Sie, wie die langfristige Preisuntergrenze berechnet werden kann.
— Berechnen Sie dasjenige Intervall, in dem die Kostenfunktion degressiv verlauft.

— Interpretieren Sie die Stelle des Ubergangs vom degressiven in den progressiven
Verlauf der Kostenfunktion hinsichtlich der Veranderung der Kosten.

Produktion * (B_220)

b) — Beschreiben Sie die notwendigen Schritte zur Berechnung der kurzfristigen Preisuntergrenze,
wenn die Gesamtkostenfunktion bekannt ist.
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Sportartikel * (B_348)
¢) Fur die Grenzkostenfunktion K” eines anderen Sportartikels gilt:

K'(x)=0,15-x>-0,6-x+5
Die Fixkosten betragen 30 GE.
— Ermitteln Sie die zugehorige Kostenfunktion K.

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der zugehdérigen Stickkostenfunktion
K dargestellt.

K()in GEME |
60 ] | | |

— Lesen Sie das Betriebsoptimum ab.

Preis und Absatz (B_128)

In einem Monopolbetrieb wird der Zusammenhang des Absatzes einer Ware mit einem be-
stimmten Preis pro Kilogramm untersucht.

X ... Absatz in Kilogramm (kg)
p(x) ... Preis fur x verkaufte Kilogramm in Euro pro Kilogramm (€/kg)

c) Die Stiickkostenfunktion K fiir diese Ware hat den unten dargesteliten Funktions-
graphen.

Kix)in €/kg

150 1

100 1

X inkg
-4 -2 |02 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

— Lesen Sie daraus das Betriebsoptimum und die minimalen Stlickkosten ab.

— Erklaren Sie, wie man diese aus der Gleichung der Gesamtkostenfunktion berechnet.

— Argumentieren Sie, welche Bedeutung die minimalen Sttickkosten flr die Festlegung
des Verkaufspreises haben.
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Scharniere * (B_503)
Ein Unternehmen stellt Scharniere her.

b) Die Durchschnittskosten flr die Herstellung des Scharniers Modul lassen sich durch die
Durchschnittskostenfunktion K mit K(x) = ﬁ)(:_Q beschreiben:

(x)=0,25-x+3+%

K
X ... Produktionsmenge in ME
K(x) ... Durchschnittskosten bei der Produktionsmenge x in GE/ME

Es werden folgende Rechenschritte ausgefuhrt:
Iz 1
K'(x) = 0,25 - 2

1. _
025-5=0 = x=55z

1) Interpretieren Sie die Lésung x, = 2 im gegebenen Sachzusammenhang.
2) Zeigen Sie mithilfe der Regel zum Ableiten von Potenzfunktionen, dass man als Ablei-

tung von % den Ausdruck —% erhalt.

Sektkellerei (B_132)

Eine Sektkellerei erzeugt und vertreibt Sekt unterschiedlicher Marken.

X ... Anzahl der produzierten oder verkauften Flaschen pro Tag
K(x) ... Gesamtkosten bei x Flaschen pro Tag in Euro (€)

c) Interpretieren Sie in der nachstehenden Grafik die Tangente an die Kostenfunktion K als
lineare Erlésfunktion E.

40000: K(x), Ex)in €
35000
300004
25000
200004
15000+
10000+

50004

x in Sttick

>

400 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

— Lesen Sie den Anstieg der Tangente und die Koordinaten des Berlhrpunktes T ab.

— Interpretieren Sie die Aussage der Koordinaten von T und des abgelesenen
Tangentenanstiegs im Sachzusammenhang.

— Argumentieren Sie, welche Informationen diese Grafik Uber den méglichen Gewinn
enthalt.
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Spielzeugautos (1) (B_200)

In der nachstehenden Grafik ist eine Kostenfunktion flir die Produktion eines Spielzeugautos
dargestellt.

K{x) in GE
1500}

xin ME
10 20 30 40 50

a) - Zeichnen Sie in der Grafik das Betriebsoptimum ein.
— Begrunden Sie |hre Vorgangsweise.

Spielzeugautos (2) (B_150)

In der nachstehenden Grafik ist eine Kostenfunktion fiir die Produktion eines Spielzeugautos darge-
stellt.

K(x) in GE
1500}

1000

500 +

! ! L L !

10 20 30 40 50

a) —Zeichnen Sie in der Grafik eine Tangente an die Kostenfunktion durch den Koordinaten-
ursprung ein.

Interpretieren Sie diese Tangente als lineare Erlosfunktion.

— Beschreiben Sie die Bedeutung der Steigung dieser Tangente und der x-Koordinate
des Beruhrpunkts im Sachzusammenhang.
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Sportartikel * (B_348)

c) Fur die Grenzkostenfunktion K” eines anderen Sportartikels gilt:
K'(x)=0,15-x>-0,6-x+5
Die Fixkosten betragen 30 GE.
— Ermitteln Sie die zugehorige Kostenfunktion K.

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der zugehorigen Stlckkostenfunktion
K dargestellt.

R(x)in GEME | i |
| |

— Lesen Sie das Betriebsoptimum ab.

SiiBwarenproduktion * (B_545)

Ein Unternehmen produziert SUBwaren.

c) Fur die Produktion von Schokalinsen sind die Kostenfunktion K und die Erlésfunktion E be-
kannt:

Kix) =0,0003 - x* - 0,017 - x* + 0,4 - x + 40
Ex)=1,5-x

X ... produzierte bzw. abgesetzte Menge in ME
K(x) ... Gesamtkosten bei der Produktionsmenge x in GE
E(x) ... Erlos bei der Absatzmenge x in GE

1) Stellen Sie eine Gleichung der Gewinnfunktion G auf.

2) Berechnen Sie den maximalen Gewinn.

Es wird folgende Berechnung durchgeflhrt:
R(x):K—)(:Q:O,OOOS X =0017 - x+04 +20
0,0006 - x70,0177% =0 = x=5825

3) Interpretieren Sie die Zahl 52,5 im gegebenen Sachzusammenhang.
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Tischlereibetrieb (B_269)

Ein Tischlereibetrieb produziert Tischgruppen (Tisch und Sessel), die dsterreichweit vertrieben
werden sollen.

a) Die Kosten fur die Produktion eines bestimmten Tischgruppenmodells lassen sich durch
die Kostenfunktion K beschreiben:

K(x) = —x?+ 200 - x + 9000

XS
300
Folgende Preis-Absatz-Funktion p beschreibt den Zusammenhang zwischen Absatz und
Preis fur dieses Tischgruppenmodell:

Pl = -139 - X+ 875

X ... Tischgruppenmodelle in Mengeneinheiten (ME)
K(x) ... Kosten bei x ME in Geldeinheiten (GE)

p(x) ... Preis bei x ME in GE/ME

— Erstellen Sie eine Gleichung der Gewinnfunktion.

— Ermitteln Sie, bei welcher Menge der maximale Gewinn erreicht wird.

— Ermitteln Sie die Durchschnittskosten flr die gewinnmaximierende Menge.

— Dokumentieren Sie in Worten, wie man die langfristige Preisuntergrenze berechnen
kann.

Traktoren-Steuerung (B_183)

Ein GroBunternenmen hat eine spezielle GPS-unterstutzie Steuerung fur Traktoren entwickelt
und verkauft diese direkt.

b) Fur die Produktion von Ersatzteilen der Steuerung werden die Stlickkosten durch die
folgende Funktion K beschrieben:

K(x) = 0,001 - x2— 0,03 - x + 1 + 12000

X ... Anzahl produzierter Stlick
Ki{x) ... Stlickkosten bei x produzierten Stiick in Euro/Stiick
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— Zeichnen Sie den Graphen der Stlckkostenfunktion in das obige Koordinatensystem ein.

— Markieren Sie in der obigen Abbildung das Betriebsoptimum.
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20

2. Erl6sfunktion E(x) Video 7/10
2.1 Preisfunktion bzw. Nachfragefunktion p(x):

Die Preisfunktion der Nachfrage gibt den Preis p in Abhdngigkeit der produzierten Menge x an.

i Vollkommene Konkurrenz: Konstanter Preis -> Lineare Preisfunktion
ii. Monopolbetrieb: Preis kann individuell bestimmt werden

Eine lineare Preisfunktion hat zwei wichtige Eigenschaften:

= Hochstpreis py,: Jener Preis, bei dem kein Stiick mehr verkauft werden kann, d.h.

prn = p(0)
Funktionswert der Preisfunktion bei x = 0

= Sattigungsmenge x,: Jene Menge, bei dem der Markt gesattigt ist und damit nicht mehr
verkauft werden kann, d.h.

p(xs) =0
Nullstelle der Preisfunktion

Mit steigender Nachfrage sinkt der Preis. So lange, bis nicht mehr produziert werden kann
(Sattigungsmenge).

Bemerkung: Die Preisfunktion muss nicht zwingend eine lineare Funktion sein.
p(X) . . p(x) =20 — 2x
Hochstpreis p, = p(0) = 20GE

Berechnung Hochstpreis:

15 p(0) =20—-2-0=20GE
p(x) =20 — 2x
10
Berechnung Sattigungsmenge:
5
X p(x) =0 & 20—2x=0|—20
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M1 12 ° —2x=-20]:(-2)
-5 Sattigungsmenge xs = 10ME

x =10 ME

Bsp. 16) Gegeben ist eine Preisfunktion p(x). Bestimme den Hochstpreis und die Sattigungsmenge.
a. p(x) =-3x+60
b. p(x) =-0,01x+ 10
c. p(x)=-0,25x+ 250

THEORIE: Kosten- und Preistheorie Seite 33 von 64


https://www.youtube.com/watch?v=gkOIw0kjJc4&list=PLlXxzjCQJaspE_TU6KurD5csPuolZ2ADL&index=8

Farben und Lacke * (B_539)

Ein Unternehmen stellt verschiedene Farben und Lacke her.

c) Fur einen bestimmten Kunstharzlack betragt der Hochstpreis 60 €/L. Bei einem Preis von
20 €/L kénnen 200 L dieses Lacks abgesetzt werden.
Der Zusammenhang zwischen dem Preis und der Absatzmenge kann flr diesen Lack durch
die lineare Preis-Absatz-Funktion p beschrieben werden.

X ... Absatzmenge in L
p(x) ... Preis bei der Absatzmenge x in €/L

1) Stellen Sie eine Gleichung der linearen Preis-Absatz-Funktion p auf.

2) Interpretieren Sie den Wert der Steigung dieser Preis-Absatz-Funktion p im gegebenen
Sachzusammenhang.

3) Berechnen Sie die Sattigungsmenge.
Miisli * (B_570)

Ein kleiner Betrieb produziert und verpackt verschiedene Sorten MUsli.

d) In einer Marktstudie wird die Nachfrage nach einer bestimmten MUslisorte untersucht.
Die Sattigungsmenge liegt bei 180 Packungen.
Bei einem Preis von 10 Euro pro Packung betragt die Nachfrage 80 Packungen.
Fur die Preisfunktion der Nachfrage p, gilt:

puX)=a-x*+b-x+30
X ... Anzahl der nachgefragten Packungen
pnX) ... Preis bei der Nachfrage x in Euro pro Packung

1) Berechnen Sie die Koeffizienten a und b.
2) Berechnen Sie die Nachfrage bei einem Preis von 24 Euro pro Packung.

Modernisierung (B_324)

Ein Unternehmer mochte seinen Betrieb modernisieren.

c) Durch den Einsatz neuer Maschinen steigt die Qualitat des hergesteliten Produkts. Man
glaubt, dass bei einem Preis von 20 GE/ME monatlich 100 ME abgesetzt werden kénnen.
Der Hoéchstpreis fur das Produkt liegt erfanrungsgeman bei 60 GE/ME.

— Erstellen Sie eine Gleichung der zugehorigen linearen Preisfunktion der Nachfrage.

Der Unternehmer plant, den Preis von 20 GE/ME auf 18 GE/ME zu senken.

— Berechnen Sie, um welchen Betrag sich der Erlés durch die Preissenkung verandert.
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Miisliriegel * (B_571)
Ein Start-up-Unternehmen bringt verschiedene MUsliriegel-Sorten auf den Markt.
Aus den 4 Rohstoffen Haferflocken (R,), Friichte (R,), Nusse (R,) und Schokolade (R,) werden
mit Ol und Honig Musliriegel der Sorten Crunchy (Z,), Fruity (Z,) und Sweety (Z,) als Zwischen-
produkte hergestellt.

Im nachstehenden Gozinto-Graphen ist der Mengenbedarf an diesen 4 Rohstoffen in Gramm fur
die Herstellung jeweils eines Musliriegels dargestellt.

Haferflocken

NUsse

Schokolade

Das Start-up-Unternehmen bringt die MUsliriegel als Endprodukte in 6er-Probierpackungen (E,), in
12er-Packungen (E,) und in 18er-Mix-Boxen (E,) auf den Markt.

Die jeweiligen Stlickzahlen der Musliriegel in den Packungen sind in der nachstehenden Tabelle
angegeben, die der Matrix P entspricht.

6er-Probierpackung E, | 12er-Packung E, | 18er-Mix-Box E;
Crunchy Z, 2 2 10
Fruity  Z, 2 4 4
Sweety Z, 2 6 4

c) In einer Marktstudie wird die Nachfrage nach der 18er-Mix-Box untersucht.
Die Sattigungsmenge liegt bei 180 Stiick.
Bei einem Preis von 10 Euro pro Stiick betragt die Nachfrage 80 Stiick.
Fur die Preisfunktion der Nachfrage p,, gilt:

p)=a:-x+b-x+30

X ... nachgefragte Menge in Stlick
pulX) ... Preis bei der nachgefragten Menge x in Euro pro Stlck

1) Berechnen Sie die Koeffizienten a und b.

2) Berechnen Sie die Nachfrage bei einem Preis von 24 Euro pro Stlck.
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Preis und Absatz (B_128)

In einem Monopolbetrieb wird der Zusammenhang des Absatzes einer Ware mit einem be-

stimmten Preis pro Kilogramm untersucht.

X ... Absatz in Kilogramm (kg)

px) ... Preis fur x verkaufte Kilogramm in Euro pro Kilogramm (€/kg)

b) Fur den 2. Verkaufsmonat lautet die Preisfunktion der Nachfrage:

px) =-0,04x2-0,2x + 40

Wenn sich die Absatzmenge von x kg auf (x + 1) kg verandert, gilt fur die damit zu-

sammenhangende Preisdnderung Ap(x) folgende Beziehung:

Ap(x) = p(x + 1) — p(x)

— Ermitteln Sie eine mdglichst einfache Gleichung der Funktion Ap fur die gegebene

Preisfunktion der Nachfrage p.

— Berechnen Sie mithilfe von Ap die Veranderung des Preises bei einer Absatz-

steigerung von 20 kg auf 21 kg.

Produktion von Golfschldagern (B_303)

Ein Unternehmen produziert und verkauft Golfschlager.

a) Durch Marktforschung konnten folgende Verkaufsdaten ermittelt werden:

Nachfrage in Stick

240

310

400

500

Preis in €/Stk.

230

217

203

182

Auf Grundlage dieser Daten soll eine Preisfunktion der Nachfrage p, mit p,(x) =a - x + b

ermittelt werden.

X ... Anzahl der Golfschiager in Stick

p,x) ... Preis bei einer Nachfrage von x Stlick in Euro pro Stuck (€/Stk.)

— Ermitteln Sie mithilfe von Regression eine Gleichung der Funktion p,,.

— Interpretieren Sie die Parameter a und b der Preisfunktion der Nachfrage p, im

gegebenen Sachzusammenhang.
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2.2 Erl6sfunktion E(x):

Die Erlosfunktion E(x) ordnet jeder Stiickzahl x den damit verbundenen Erl6s zu. Die Erlésfunktion
wird mit folgender Formel berechnet:

E(x)=pk)-x
Erlos = Preis pro Stiick - Anzahl der Stiickzahl

= |st die Preisfunktion linear, so ist die Erlésfunktion eine Parabel mit zwei Nullstellen (Eine
Nullstelle im Ursprung, die andere bei der Sattigungsmenge, da kein Erlds mehr moglich ist).

Beispiel: p(x) = 20 — 2x - E(x) = p(x)-x = (20 — 2x) - x = 20x — 2x?
50 (P(X)
45
40
35
E(x) = 20z — 2z
30
25
20
15
p(x) =20 — 2x
10

5
X

10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
-5 Sattigungsmenge xs = 10ME

Bestimmung Maximaler Erlos

Fragestellung: Welche Stlickzahl x eines Produktes soll erzeugt werden, damit nach dem Verkauf zum
Preis von p(x) der groRtmaogliche Erlds entsteht?

Gegeben: Preisfunktion p(x) = 20 — 2x

Aus der Preisfunktion kann die Erlésfunktion gebildet werden. Es gilt: E(x) = p(x) - x = 20x — 2x?
55

50f----—==-===---
maximaler|Erlos = 50 GE

Zur Bestimmung des maximalen Erl6ses muissen wir 45

das Maximum der Erlésfunktion berechnen.

40
chritt 1: X) = — 4X X)) = —
Schritt 1: E'(x) = 20 — 4x & E"(x) = —4

35

Schritt 2: E'(x) =0 ©20—4x=0 ©x =5 20

Schritt3: E"'(5) —4 < 0 » MAXIMUM -

E(x) = 20x — 22°
Schritt 4: Erlos E(5) = 50 GE, Preis bei 5 Stiick: 204

p(5) = 10 GE/ME 15
10 p(x) = 20\— 2z
Antwort: Werden 5 ME produziert, so kann der

groRtmogliche Erlés mit 50 GE erzielt werden. Der

Preis pro ME betragt 10 GE. p——m— Tt 4 t - T & 5 o o

-5| Stiickzahl beim maximalen Erlds = 5 ME
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Bsp. 17) Ein FuRRballverein mdchte im Sommer ein FuBballcamp fiir Kinder veranstalten. Laut einer
Umfrage wirde das FuRballcamp bei einem Preis von 170 € von 90 Kindern, sowie bei einem
Preis von 150 € von 110 Kindern gebucht werden.

Stelle die Funktionsgleichung der zugehérigen linearen Preisfunktion der Nachfrage p(x) auf.

Bsp. 18) Die Preisfunktion p fiir ein flinftagiges Abenteuercamp ist erhoben worden:
p(x) = —3x + 450

- X .. Anzahl der teilnehmenden Personen
- p(x) ... Preis bei x Personen in € pro Person

a. Berechne denjenigen Preis pro Person, der bei (i) 50, (ii) 75 bzw. (iii) 100 teilnehmenden
Personen zu erwarten ist.

b. Gib den Hochstpreis an.
c. Bestimme die Sattigungsmenge an. Interpretiere den Wert im gegebenen Kontext.

d. Ermittle die Erlésfunktion E'(x) und berechne mit Hilfe der Differentialrechnung den
maximalen Erlds. Bei wie vielen Personen ist der maximale Erl6s zu erwarten? Gib den
maximalen Erlds an.

Bsp. 19) Ein Restaurant mochte ein All-You-Can-Eat Buffet einflihren. In einer Befragung haben die
Personen angegeben, welchen Preis sie fiir das Buffet bezahlen wiirden. Das Ergebnis der Umfrage
liefert folgende Preisfunktion der Nachfrage p(x):

N p(x) = —0,5x + 30

35 X ... Anzahl der Personen, die zum Essen kommen

30 wirden
p(x)... Preis flr das Buffet bei x Personen in € pro

25 Person
a. Zeichne die Preisfunktion in das

20 . .
Koordinatensystem ein.

15 b. Bestimme graphisch die Sattigungsmenge und
den Hochstpreis. Gib die Werte an und markiere sie

10 . . .
in deiner Graphik.

5 c. Bestimme die zugehdrige Erlésfunktion E (x).
X, Ermittle den maximalen Erl6s. Bei wie vielen
-10 10 20 30 40 50 60 70  Personenwird der maximale Erlos erzielt?
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Miststreuer (B_286)

Ein Unternehmen stellt Miststreuer her. Die Produktion sowie der Verkauf werden innerhalb
eines Jahres betrachtet.

a) Das Unternehmen geht bezlglich eines speziellen Zusatzteils innerhalb eines Jahres
von folgender Preis-Absatz-Funktion aus:

plx) =-0,02 - (x + 10)* + 288

X ... verkaufte Menge in Mengeneinheiten (ME)
p(x) ... Preis bei x verkauften ME in Geldeinheiten pro Mengeneinheit (GE/ME)

— Argumentieren Sie anhand der Funktionsgleichung, dass der Graph der Funktion p
einen Hochpunkt hat.

— Berechnen Sie die Sattigungsmenge.
— Stellen Sie eine Gleichung zur Berechnung der erlésmaximierenden Menge auf.

Papierproduzent * (B_281)

Ein Papierproduzent stellt als Monopolist hochwertiges Urkundenpapier her. Die Kosten-
funktion K flr die Herstellung und die Erlésfunktion E fur den Absatz dieses Produkts sind in
der nachstehenden Grafik dargestellt.

K(z), E(z) in GE

100 >

90

80

70

60

50

40

30

20 B
10

0 10 20 30 40 50 0

zin ME

a) — Stellen Sie die Funktionsgleichung dieser Kostenfunktion K auf.
— Argumentieren Sie, welches Vorzeichen der Koeffizient a dieser Erlosfunktion £ mit
E(x) =a-x? + b - x haben muss.

Rohrproduktion * (B_089)

d) Die Erlosfunktion E flr Betonrohre ist gegeben durch:
Ex)=-3,2-x:(x-25)
X ... Absatzmenge in ME
E(X) ... Erlés bei der Absatzmenge x in GE

— Erstellen Sie eine Gleichung der zugehorigen Preisfunktion der Nachfrage.
— Ermitteln Sie den Hochstpreis.
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Verkehrsbetriebe * (B_294)

Stadtische Verkehrsbetriebe analysieren ihre Einnahmen.

¢) In der Stadt C wird modellhaft angenommen, dass der Zusammenhang zwischen dem
Einzelfahrscheinpreis in Euro und der Anzahl der nachgefragten Einzelfahrscheine in Millio-
nen durch eine quadratische Funktion p beschrieben werden kann.

px)=a-x?+b-x+c¢

X ... Anzahl der nachgefragten Einzelfahrscheine in Millionen
p(x) ... Einzelfahrscheinpreis bei x nachgefragten Einzelfahrscheinen in Euro

Bei einem Einzelfahrscheinpreis von € 1,60 werden 50 Millionen Einzelfahrscheine nach-
gefragt. Bei einem Einzelfahrscheinpreis von € 1,80 werden 48 Millionen Einzelfahrscheine
nachgefragt. Der Hochstpreis wird mit € 7,80 angenommen.

1) Erstellen Sie ein Gleichungssystem zur Berechnung der Koeffizienten der Funktion p.

2) Berechnen Sie die Koeffizienten von p.

Betonrohre* (B_452)

a) In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Preisfunktion der Nachfrage p fiir Be-
tonrohre des Modells A dargestelit.

N
Preis in €/Stlck
60 a
404
p
201
O T T T T T A )
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

nachgefragte Menge in Stiick

1) Erstellen Sie mithilfe der obigen Abbildung eine Gleichung der Preisfunktion der Nach-
frage p.

2) Interpretieren Sie den Wert der Steigung von p im gegebenen Sachzusammenhang.

Die Betonrohre des Modells A werden um € 32 pro Stick verkauft.

3) Berechnen Sie die zugehorige Anzahl der nachgefragten Betonrohre des Modells A.
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2.3 Grenzerldsfunktion E'(x):

E'(x) gibt die ungefdhre Erh6hung des Erléses an, wenn bei x Stlick eine weitere Mengeneinheit

produziert wird!

o E'(2) =12 GE/ME

Wird bei 2 Stiick eine weitere Mengeneinheit verkauft, steigt der Gesamterlés um ca. 12 GE.

™

50
40
E(x) = 20x — 22

30
20
10 }

E'(x) =20 -2z b
10/ 1 2 3 4 5 7 8 9 10 11

-10

=20

Bsp. 20) Gegeben ist die Erldsfunktion E(x) = —0,5x2 + 10x, die den Erlds in GE bei x verkauften ME

angibt.

a. Bestimme den Erl6s bei 10 verkauften ME.

b. Bestimme den Grenzerlos fir x = 20 ME. Interpretiere den Wert im gegebenen Kontext.

c. Interpretiere folgenden Term im gegebenen Sachzusammenhang: E'(7)
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Verkehrsbetriebe * (B_294)

Stadtische Verkehrsbetriebe analysieren ihre Einnahmen.

a) In der Stadt A kénnen die Einnahmen der Verkehrsbetriebe durch den Verkauf von Einzel-
fahrscheinen modellhaft durch die folgende Erldsfunktion E beschrieben werden:

E(x)=-0,1-x*+6,6-x

X ... Anzahl der verkauften Einzelfahrscheine in Millionen
E(x) ... Erids beim Verkauf von x Einzelfahrscheinen in Millionen Euro

1) Berechnen Sie den maximal moglichen Erlés in Euro.
2) Erstellen Sie eine Funktionsgleichung der zugehorigen Preisfunktion der Nachfrage.

3) Ermitteln Sie den zum maximalen Erlds fUhrenden Einzelfahrscheinpreis in Euro.

b) In der Stadt B wird ein linearer Zusammenhang zwischen dem Einzelfahrscheinpreis in
Euro und der Anzahl der nachgefragten Einzelfahrscheine in Millionen angenommen. Die-
ser Zusammenhang ist in der nachstehenden Abbildung dargestelit.

| | | | | |
\Einzelfahrscheinpreis in€! ! ! ! !
P gt s SR  S— A deemm o bommem Loemm
| | |
| | |
| | |
44--—--7-==-5 e et SR R To———
| | |
| | |
| | I
| | |
A e e e - ————— f S ——
| | | | |
| | | |
| | | | |
6 ; ' Anzahl der nachgefragten Einzelfghrschiewe in Millionen\
T T T T T T [4
0 10 20 30 40 50 60

1) Lesen Sie aus der obigen Abbildung den Hochstpreis ab.

2) Beschreiben Sie die Bedeutung der Sattigungsmenge im gegebenen Sachzusammen-
hang.
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Waldfiihrungen * (B_526)
Ein Naturschutzzentrum bietet verschiedene Waldfihrungen an.

c) In den Sommerferien werden Abenteuertouren angeboten. Fur diese Touren werden die
moglichen Verkaufszahlen von Jugendkarten und Erwachsenenkarten untersucht.

Die tagliche Nachfrage nach Jugendkarten ist vom Preis der Karten abhéngig. Die nach-
stehende Abbildung zeigt den Graphen der zugehorigen Preisfunktion der Nachfrage p,,
fur die Jugendkarten.

20

|

[ p,(4) in €/Stiick

15 N

10

X in Stick—
0 Y —

0 5 10 15 20 25 30 35 40

1) Lesen Sie aus der obigen Abbildung diejenige Nachfrage nach Jugendkarten ab, bei
der der Preis 12,50 €/Stuck betragt.

In der nachstehenden Abbildung ist der Lésungsbereich fur die Anzahl der verkauften Ju-
gendkarten und Erwachsenenkarten bei Abenteuertouren dargestellt.

20

15 s

10

Anzahl der verkauften Erwachsenenkarten

X

N
LN NN B B BN B B B S N NN BN E B R

0 5 10 15 20 25 30
Anzahl der verkauften Jugendkarten

2) Uberpriifen Sie nachweislich, ob die oben ermittelte Nachfrage nach Jugendkarten an
einem Tag erfullt werden kann, an dem 13 Erwachsenenkarten verkauft werden.
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Integral der Grenzerlésfunktion E‘(x):

i.  Unbestimmtes Integral: Video 8/10

Das unbestimmte Integral der Grenzerlésfunktion E'(x) liefert die Erlésfunktion E (x).

Beispiel: E‘(x) = 2x + 3, Fixkosten = 10 GE

Gesucht: Erlésfunktion E(x)
E(x) =fE’(x)dx=f(2x+3)dx=x2+3x+c

Wichtig: Bei der Erlésfunktion spielen die Fixkosten keine Rolle, d.h. sie werden nicht beriicksichtigt
und die Integrationskonstante ist 0, da bei 0 Stlick auch kein Erl6s sein kann!

E(x) =x%+3x

Bsp. 21) Gegeben sind jeweils eine Grenzerlsfunktion E’(x) und die Fixkosten. Ermittle die
Erlosfunktion K (x).

a. E'(x) =—-2x+3  Fixkosten: 20 GE

b. E'(x) =7 Fixkosten: 100 GE

c. E'(x)=-0,05x+1,5 Fixkosten: 800 GE
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Produktion von CD-Rohlingen und DVD-Rohlingen * (B_490)

Unbeschriebene CDs und DVDs werden als Rohlinge bezeichnet.

c) Inder nachstehenden Abbildung ist der Graph der Erlésfunktion E fur spezielle DVD-Rohlinge
dargestellt. Zusatzlich ist die Tangente an den Graphen von E in einem Punkt P eingezeichnet.

Elx)in GE | | | | | | | | i
26 TEMGE. fpb_ b doho oo
e, PP R LSNP | SR (R (0 i e, TR MRS ¢ ISR | SN | REERH (P
R S N e S
R 4 et S N e e
18 ===l L N e e
A | | I | I | | [ |
1B =i airair—ry s R NG b s L
S RE L0 B B0 e N S s A
g 2 R B e EE, et | =
| | | | I | I | | | |
10-’77 A A Ey I A R B R 7E7j7777’
A/ O O T O A
6+ g g s gy o PRy SR, Epppuy L0, VY [(Spp
P /SN T G S
o _L_d__Jd__ L _d_ L\ L
| | | | | | | | | x in ME

0 —_
0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

1) Bestimmen Sie mithilfe der obigen Abbildung die Steigung k der Tangente.

k= GE/ME
2) Interpretieren Sie den Wert der Steigung der Tangente im gegebenen Sachzusammen-
hang.
3) Ordnen Sie den beiden Funktionen jeweils den zugehorigen Graphen aus A bis D zu.
[2zu 4]
Grenzerlésfunktion E’ sYBEENE
Preisfunktion der Nachfrage B e
X ~— | IxinME

| |
- L X
0 10 20 30 40 50
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Scharniere * (B_503)
Ein Unternehmen stellt Scharniere her.

a) In der nebenstehenden Abbildung ist der y _—
Graph der linearen Grenzkostenfunktion K 291 K, E‘(X) " GE‘/ME
fur die Herstellung von Clip-Scharnieren i 1
dargestellt. 20 : ‘

51 RN SN SN S S

1) Erstellen Sie eine Gleichung der Grenzkostenfunktion K”.

Die Fixkosten fir die Herstellung von Clip-Scharnieren betragen 50 GE.
2) Erstellen Sie eine Gleichung der zugehdrigen Kostenfunktion K.

Die Grenzerlosfunktion £’ fiir Clip-Scharniere ist gegeben durch:

E'x)=-0,5-x+20

X ... Absatzmenge in ME
E'(x) ... Grenzerlos bei der Absatzmenge x in GE/ME

3) Zeichnen Sie in der obigen Abbildung den Graphen der Grenzerldsfunktion £’ im Inter-
vall [0; 50] ein.

4) Interpretieren Sie die Nullstelle der Grenzerlosfunktion £’ in Bezug auf den Erlos.

ii. Bestimmtes Integral:

Das bestimmte Integral (bzw. die Flache unter der Grenzerlésfunktion) entspricht dem Erlds bei dieser
Stiickzahl! (Integral der Grenzerlésfunktion = Erlésfunktion)

Beispiel: Gegeben ist die Grenzerlosfunktion E'(x) = 20 — 4x. Berechne den Erl6s, der bei 4 Stiick anfallt.

N

20 E'(x) = 20 — 4x
15

4 4
0 fOE’(x) dx=](_)(20—4x) dx

Erlos = 48 GE
-1 0 1 2 3

4
0

x2 4
St [ZOx - 471 = [20x — 2x?]
0

80—-32—-(0—-0)=48GE

THEORIE: Kosten- und Preistheorie Seite 46 von 64



Bsp. 22) Gegeben ist eine Grenzerldsfunktion E‘(x). Die zugehdrige Erldsfunktion E(x) gibt den Erlds in GE bei
x verkauften ME an.

™ a. Stelle eine Funktionsgleichung von E‘(x) auf.
10 E'(X) Bestimme die Funktionsgleichung der zugehorigen
Erlosfunktion von E (x).
8
b. In der Graphik ist eine Flache griin markiert. Gib das
6 bestimmte Integral an, mit der du den Inhalt der Flache
berechnen kannst. Berechne.
4
C. Gibt es noch eine weitere Moglichkeit, die griine
2

Flache (ohne Integral) zu berechnen? Berechne den
Flacheninhalt und interpretiere den Wert im gegebenen

-1

0 1 2 3 4 Sachzusammenhang.
=2
d. Interpretiere die Bedeutung der Nullstelle von E‘ in
=4 Bezug auf die zugehorige Erlosfunktion E im gegebenen
Sachzusammenhang.
-6

Handyverkauf (B_218)

Anlasslich der Herstellung eines neuen Handymodells untersucht ein Konzern die mit den bishe-
rigen Handymodellen gemachten Erfahrungen am Markt. Geldbetrage werden dabei in Geldein-
heiten (GE) und die Anzahl der Handys in Mengeneinheiten (ME) angegeben.

c) In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Grenzerldsfunktion E’ fir den Verkauf
eines anderen Handymodells dargestellt.

AN E'(x) in GE'ME
100 —
80 -
60

40—

20—
xin ME

4

0 1 T T 1 1T 1T T T 1T T 1 1 T 1
00 1 2 3 4 6 6 7 8 9 10 11 12 13\4 15 16 17
—20 —

— Lesen Sie aus der Abbildung diejenige Verkaufsmenge ab, bei der der maximale Erlds
erwirtschaftet wird.

— Erklaren Sie, wie man ohne Integration mithilfe der Abbildung den maximalen Erlos be-
rechnen kann.

— Berechnen Sie den maximalen Erlés.
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Die Gewinnfunktion G(x) ergibt sich aus dem Erl6s und den Kosten:

3. Gewinnfunktion G(x)

3.1 Die Gewinnfunktion G(x)

G(x) =E(x) — K(x)

Video 9/10

G (x) gibt den Gewinn bzw. Verlust bei x produzierten & verkauften Stiick an!

60
50
40
30

20

—10
Maximaler
Gewinn

=  G(x) > 0 - Gewinn (Erlds > Kosten)
= G(x) =0 — weder Gewinn noch Verlust (Erlds = Kosten)
= G(x) <0 - Verlust (Kosten > Erlds)

'GE

BEP;

BEP,

-1 0

=10

=20

Verlustzone

Gewinnzone

Verlustzone
\

Begriffe:

- Verlustzone: Bereich/e, in denen Verlust
erzielt wird: G(x) < 0

- Gewinnzone: jenes Intervall bzw. Bereich,
in dem Gewinn erzielt wird: G(x) > 0

- Der break-even-point 1 ist jener Punkt,
bei dem der Gewinn das erste Mal nicht
mehr negativ ist (=1. Nullstelle der
Gewinnfunktion). Generell gilt bei einem
break-even-point, dass weder Gewinn
noch Verlust erwirtschaftet wird (Erlos =
Kosten). Bei dieser Veranschaulichung gibt
es zwei Punkte: BEP; und BEP,.

Berechnung der break-even-points:
G(x) = 0oder E(x) = K(x)

- Die Gewinngrenzen x; und x, sind jene Stellen, an denen der Gewinn 0 ist (Stellen der break-even-
points). x; nennt man die untere bzw. x, die obere Gewinngrenze. Die beiden Gewinngrenzen sind
die Grenzen fiir die Gewinnzone. Es gilt fiir die Gewinnzone: (xq; x,)

Berechnung der Gewinngrenzen: G(x) = 0

- Das Gewinnmaximum G, ,, wird mithilfe des Hochpunktes der Gewinnfunktion bestimmt.

Maximum = Extremum -> 1. Ableitung gleich 0

G'(x) = 0 > xp4x ... Stlickzahl in ME, bei der der maximale Gewinn auftritt.

Einsetzen in die Gewinnfunktion, um den maximalen Gewinn zu erhalten:

Maximaler Gewinn = G (X,,4,)
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Musterbeispiel: Gegeben sind folgende Funktionen:
K(x) =0,5x3—-39x2+12x+18 und E(x)=10x

Aufgabenstellung: Ermittle die Gewinnfunktion G (x). Bestimme die Verlust- und Gewinnzonen, die
Gewinngrenzen, die break-even-points sowie den maximalen Gewinn.

1) G(x) = E(x) — K(x) = 10x — (0,5x3 — 3,9x? + 12x + 18) = —0,5x3 + 3,9x% — 2x — 18
2)6(x) =0 & —0,5x3+39x2-2x—-18=0 < [x; = —1,74];x, = 3,31;x3 = 6,23
— Gewinngrenzen:x; = 3,31 & x, = 6,23
- Verlustzonen: [0; 3,31) und (6,23; 4+0)

- Gewinnzone: (3,31;6,23)

3) BEP1: K(3,31) = E(3,31) = 33,13 - BEP, = (3,31|33,13)
BEP2: K(6,23) = E(6,23) = 62,31 » BEP, = (6,23]62,31)

4) Ermittlung des maximalen Gewinns:
G'(x)=-15x>+78x—2 - G'(x)=0 < x=4093
Kontrolle, ob es sich um ein Maximum handelt: ¢''(4,93) = —6,99 < 0 ... Maximum

Maximaler Gewinn: G(4,93) = 7,02 GE

N
120
Bsp. 23) Die Abbildung zeigt die Darstellung einer
100 K linearen Kostenfunktion und einer quadratischen
(X) Erlosfunktion.
80
a.Gib die Funktionsgleichung der Kostenfunktion K an.
60
b. Begriinde, warum die zugehorige Gewinnfunktion
40 G (x) eine quadratische Funktion sein muss.
20 E(X) c.Zeichne den Graphen der Gewinnfunktion im Intervall
[0; 45] ein.
X
-10 0 10 20 30 40 50 60, d. Gib die break-even-points an. Erkldre die Bedeutung
20 dieser speziellen Punkte.
e.Wie andern sich die Gewinngrenzen, wenn die Fixkosten
=40 verringert werden?
-60 f. Gib die beiden Gewinngrenzen an, wenn die Fixkosten auf 40
GE gesenkt werden. Ermittle graphisch!
=80
=100
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Bsp. 24) Bei einer Fortbildung fallen fiir den Veranstalter Kosten an, die ndherungsweise mit Hilfe
folgender Kostenfunktion bestimmt werden kénnen:

K(x) = 0,02x2 + 40x + 3800

- X..Anzahl der teilnehmenden Personen
- K(x) ... Gesamtkosten in €, die bei x Personen fir den Veranstalter anfallen

Der Preis fiir die Fortbildung betragt 130 € pro Person.
a. Wie hoch sind die Fixkosten fir den Veranstalter?
b. Bestimme die Erldsfunktion E (x).
c. Stelle die Gewinnfunktion G (x) auf.

d. Berechne, bei welcher Teilnehmerzahl der break-even-point erreicht wird.

Bsp. 25) Die Graphen einer Kostenfunktion,
Erlosfunktion und Gewinnfunktion sind im
Koordinatensystem dargestellt.

a. Beschrifte die drei Graphen.

b. Bestimme die Gleichung der Erlsfunktion E (x).

Gewinnzonen.
d. Bestimme die break-even-points.

e. Bestimme graphisch den maximalen Gewinn.

4

IS

| 05 -1 15 2 25 3 35 4

Bsp. 26) Fiir eine quadratische Gewinnfunktion G gilt: G(x) = ax? + bx + ¢

X ... Anzahl der verkauften Stlick in ME
G(x) ... Gewinn bei x verkauften Stiick in GE

a. Bestimme allgemein die Extremstelle der Gewinnfunktion.

b. Welche Bedingung muss fiir den Parameter a gelten, dass ein Maximum an der in Teil a)
bestimmten Extremstelle vorliegt.
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Bsp. 27) In einem Zoo mdchten die Besitzer eine
Jahreskarte anbieten. In einer Befragung haben die
Besucherlnnen angegeben, welchen Preis sie fir die
Jahreskarte bezahlen wiirden. Das Ergebnis der Umfrage
liefert folgende Preisfunktion der Nachfrage p(x):

p(x) =—-0,1x + 100

- X ... Anzahl der Personen, die eine Jahreskarte kaufen
- p(x)... Preis fur die Jahreskarte bei x Personen in € pro
Person

a. Zeichne die Preisfunktion in das Koordinatensystem
ein. Bestimme graphisch die Sattigungsmenge und den

X> Hochstpreis. Gib die Werte an und markiere sie in deiner
1200 Graphik.

b. Stelle die Gleichung der zugehorigen Erlosfunktion auf. Bestimme den Scheitelpunkt der
Erlosfunktion. Interpretiere die beiden Koordinaten im gegebenen Kontext.

c. Die taglichen Kosten, die flir die Veranstalter anfallen, lassen sich durch folgende Funktion K

beschreiben:

K(x) = 0,05x2 + 13x + 5000
- Berechne die breakt-even-points und gib die Gewinn- bzw. Verlustzonen an.

- Berechne die Hohe des maximalen Gewinns.

- Begriinde: Hangt die Stelle vom maximalen Gewinn von den Fixkosten ab?

Bsp. 28) Gegeben ist eine Gewinnfunktion G (x) im Intervall [0; 70]. Die Fixkosten steigen um 20 GE
an. Die variablen Kosten und der Erl6s bleiben gleich. Die Funktion G, (x) soll die Gewinnfunktion
unter diesen veranderten Bedingungen angeben (Fixkostenanstieg um 20 GE).

a. Zeichne in die Abbildung der Graphen der neuen Gewinnfunktion G, (x) ein.

b. Verandern sich die Gewinn- bzw. Verlustzonen? Gib deine Erkenntnisse an.

507G(x) in GE
40
30
20

10

X

-20
-30
—a0| /GX)
-50
-60

=70
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Bsp. 29) Eine Gewinnfunktion fiir ein Produkt ist gegeben durch:
G(x) =—0,027x3 — 0,12x% + 11,8x — 130

- X... Anzahl der verkauften ME
- G(x) ... Gewinn in GE bei x verkauften ME

a. Lies aus der Gleichung der Gewinnfunktion die Fixkosten fiir die Herstellung des Produktes ab.

b. Wie dndert sich der Graph der Gewinnfunktion, wenn sich die Fixkosten verringern.

Betonrohre* (B_452)
b) Fur Betonrohre des Modells B geht man von einer kubischen Gewinnfunktion G aus.

X ... Absatzmenge in ME
G(x) ... Gewinn bei der Absatzmenge x in GE

1) Ordnen Sie den beiden Aussagen jeweils die zutreffende Gleichung aus A bis D zu.

2 zu 4]
Der Break-even-Point A | G(0)=200
liegt bei 200 ME. g G(200) = 0
Das Gewinnmaximum C |[G'(200)=0
liegt bei 200 ME. o G"(200) = 0

Kaseproduktion * (B_468)

Der Produktionsleiter einer kleinen Késerei hat fur eine bestimmte Késesorte die téglichen
Produktionskosten genauer untersucht.

c) Der Gewinn kann durch eine Polynomfunktion G beschrieben werden.

G)=a-x*+b-x*+c-x+d

X ... Absatzmenge in kg
G(x) ... Gewinn bei der Absatzmenge x in €

Bei einer Absatzmenge von 5 kg werden € 35 Verlust erzielt.
Bei einer Absatzmenge von 25 kg betragt der Gewinn € 200.
Der maximale Gewinn wird bei einer Absatzmenge von 30 kg erzielt und betragt € 215.

1) Erstellen Sie ein Gleichungssystem, mit dem die Koeffizienten von G ermittelt werden
kénnen.

2) Berechnen Sie diese Koeffizienten.
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USB-Sticks (B_191)

Ein Unternehmen bringt USB-Sticks auf den Markt.

a) FUr bestimmte USB-Sticks werden die in der nachstehenden Tabelle aufgelisteten Ge-
winne G in Abhangigkeit von der Absatzmenge x der Ware ermittelt:

X 0 10 20
G(x) -1.4 6,4 1.4

X ... Absatzmenge in Mengeneinheiten (ME)
G(x) ... Gewinn in Geldeinheiten (GE) bei einer Absatzmenge von x ME

Die Gewinnfunktion G wird beschrieben mit:
Gx)=ax2+bx+cmita, b,c e R

— Erstellen Sie ein Gleichungssystem zur Berechnung der Parameter a, b und c.

— Ermitteln Sie die Gleichung dieser Gewinnfunktion.

— Beschreiben Sie, was der Parameter ¢ in Bezug auf die Kosten aussagt.

— Erklaren Sie, wo sich der Break-even-Point auf dem Graphen der Gewinnfunktion
befindet.

Spielzeugautos (1) (B_200)

In der nachstehenden Grafik ist eine Kostenfunktion flir die Produktion eines Spielzeugautos
dargestellt.

K{x) in GE
1500t

1000 -

xin ME
10 20 30 40 50

c) Die Gleichung der Kostenfunktion K lautet K(x) = 0,03x® — 2,06x2 + 51,7x + 305,
wobei x in Mengeneinheiten (ME) und K(x) in Geldeinheiten (GE) gegeben ist.
Das Produkt kann zum Preis von 35,2 GE/ME verkauft werden.

— Berechnen Sie die Verkaufsmenge x, ab der das Unternehmen mit diesem Produkt
einen Gewinn erzielen kann.
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Scharniere * (B_503)
Ein Unternehmen stellt Scharniere her.
d) Der Gewinn fur das Scharnier Cardo kann durch die Funktion G beschrieben werden:

G(x) =-0,01 -x®+0,28 - x2+ 1,75 - x = 50

X ... Absatzmenge in ME
G(X) ... Gewinn bei der Absatzmenge x in GE

1) Ermitteln Sie die untere Gewinngrenze.

2) Ermitteln Sie den maximalen Gewinn.
Sportartikel * (B_348)

d) Die Graphen einer Kostenfunktion K, einer Erldsfunktion £ und der zugehorigen Gewinn-
funktion G sind im nachstehenden Diagramm dargestellt.

SRR CE AR U SRRt It ) et Ul e s oo i B s CACP ' S i) PG s * A
K(x), E(x), G(x) in GE 1 i ] ] / 1
i 1 1 1 1 | | 1 ‘ 1
100 1 N | L | PN || RS | S| e S (3] < S P I
| | | | | 1 1 | | |
| | | | | ] ] | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | d | | |
L e e e B i e e e
| | | | | | | | | |
| | | | )) | | | |
| | | | | 1 | | | |
1004 L ___V___L___ A2 _| 4 DS N N S
I T;? T T T T T i
1 : : : l : 1 1 i
| ] | | | | | | |
e L L e T T T
| | | | | | | | | |
| : :/\FN : )d‘inMEl
0 | | | | | ] \ | | |
o1 &4 4 8 B PN F Y
| | | | | | | | | |

— Beschriften Sie im obigen Diagramm diese 3 dargestellten Graphen.
— Stellen Sie die Gleichung der Erlésfunktion £ mithilfe des Diagramms auf.

SiBwarenproduktion * (B_545)

Ein Unternehmen produziert StBwaren.

a) Eine bestimmte Sorte von Schokoriegeln wird im Werk A und im Werk B produziert. Aufgrund
unterschiedlicher Produktionsbedingungen sind die Kostenfunktionen flir die Produktion in
den beiden Werken unterschiedlich.

X ... Produktionsmenge in ME
K,(X) ... Gesamtkosten im Werk A bei der Produktionsmenge x in GE
Kg(x) ... Gesamtkosten im Werk B bei der Produktionsmenge x in GE

Bei der Produktionsmenge x, sind die jeweiligen Gesamtkosten in beiden Werken gleich hoch.

1) Argumentieren Sie, dass bei der Produktionsmenge x, auch die jeweiligen Durchschnitts-
kosten in beiden Werken gleich hoch sind.

Fur K, gilt:

Ka(x) = 0,0001 - x* + 0,17 - x + 200

Fur K gilt:

Kj ist eine lineare Funktion. Die Fixkosten betragen 260 GE, die variablen Sttickkosten be-

tragen 0,3 GE/ME.

2) Stellen Sie eine Gleichung der Funktion K auf.

3) Berechnen Sie diejenige Produktionsmenge, bei der die jeweiligen Grenzkosten in beiden
Werken gleich hoch sind.
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c) Fir die Produktion von Schokolinsen sind die Kostenfunktion K und die Erldsfunktion £ be-
kannt:

K{x) = 00,0008 - x* - 0,017 - x* + 0,4 - x + 40
Ex)=15-x

X ... produzierte bzw. abgesetzte Menge in ME
K(x) ... Gesamtkosten bei der Produktionsmenge x in GE
E(x) ... Erlds bei der Absatzmenge x in GE

1) Stellen Sie eine Gleichung der Gewinnfunktion G auf.

2) Berechnen Sie den maximalen Gewinn.

Es wird folgende Berechnung durchgefihrt:

Koo =¥ _ 00003 - %2 - 0,017 - x+0,4 + 20
X X

0,0006-x70,0177‘i(.3:0 = x~525

3) Interpretieren Sie die Zahl 52,5 im gegebenen Sachzusammenhang.

3.2 Cournot’scher Punkt: Video 10/10

14 g
Sei X;qx jene Menge, bei der der Gewinn maximal ist und p(x,,,4,) der Preis bei dieser Menge.

- |MICH) i3
Dann bezeichnet man x,,,,, als Cournot’sche Menge und den Punkt (x,,,,, | P(X;nax ) ééiﬁ%;
den Cournot‘schen Punkt. Dieser liegt auf dem Graphen der Preisfunktion p. =] i
Beispiel: Folgende Funktionen sind gegeben:

K(x) =0,5x>+x+100 und p(x)=-02x+ 20

Aufgabenstellung: Bestimme die Erlos- und Gewinnfunktion, den maximalen Gewinn und den
Cournot’schen Punkt.

1)E(x) = p(x)x = —0,2x% + 20x
2)G(x) = E(x) — K(x) = —0,2x? + 20x — (0,5x% + x + 100) = —0,7x% + 19x — 100
3) Maximaler Gewinn: G'(x) = —1,4x+19=0 & x = 13,57

Kontrolle, ob es sich um ein Maximum handelt: ¢"'(x) = —1,4 < 0 ... Maximum

Maximaler Gewinn: G(13,57) = 28,93 GE

4) Cournot’sche Menge xp4x = 13,57
Cournot’scher Punkt p(13,57) = 17,29% - P =(13,57|17,29)
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Bsp. 30) Es sind jeweils eine Kostenfunktion und eine Preisfunktion gegeben. Bestimme die Erlds- und
Gewinnfunktion, den maximalen Gewinn, die Cournot’sche Menge und den Cournot’schen Punkt.

K(x) = 5x + 100 K(x) = 3x%+0,5x + 100
p(x) = —0,05x + 10 p(x) =—-0,1x + 50

3.3 Grenzgewinnfunktion G‘(x)

G’(x) gibt die ungefdhre Erhohung des Gewinns an, wenn bei x Stlick eine weitere Mengeneinheit
produziert wird!

‘ GE . . .. . , . . . .
o G'(3)=8 YT Wird bei 3 Stlick eine weitere Mengeneinheit produziert, steigt der

Gesamtgewinn um ca. 8 GE.

Integral der Grenzgewinnfunktion G*‘(x):

i. Unbestimmtes Integral:

Beispiel: G‘(x) = 3x? + 6x + 3, Fixkosten = 20 GE
Gesucht: Gewinnfunktion G (x)
G(x) =fG’(x)dx=f(3x2+6x+3)dx=x3+3x2+3x—20
Wichtig: Bei der Gewinnfunktion wirken sich anfallende Fixkosten negativ aus. Diese erhéhen nicht
den Gewinn, sondern verringern ihn um diesen Betrag. D.h. die Fixkosten miissen abgezogen

werden!!!

ii. Bestimmtes Integral:

Das bestimmte Integral (bzw. die Flache unter der Grenzgewinnfunktion) entspricht dem
Gewinn/Verlust bei dieser Sttickzahl! (Integral des Grenzgewinns = Gewinnfunktion)
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Bsp. 31) Gegeben sind jeweils eine Grenzfunktion K'(x), E'(x) oder G'(x) und die zugehérigen

Fixkosten.

Fragestellung 1: Bei welchem unbestimmten Integral spielen die Fixkosten eine Rolle? Was musst du

mit den Fixkosten bei K(x), E(x) bzw. G(x) machen?

Fragestellung 2: Ermittle die gesuchte Funktion.

a. E'(x) =—4x+10 Fixkosten: 20 GE - gesucht: E(x)

b. K'(x) =7x Fixkosten: 1000 GE - gesucht: K(x)

c. G'(x)=-05x+2 Fixkosten: 200 GE -

d. E'(x) =-0,001x+ 30 Fixkosten: 80 GE -

e. K'(x)=0,2x2—-0,1x+2 Fixkosten: 350 GE

f. G'(x)=—x?>+x—3  Fixkosten: 1500 GE

Fruchtsaftproduktion * (B_483)

Ein Unternehmen produziert den Fruchtsaft Mangomix.

gesucht: G (x)
gesucht: E (x)
gesucht: K (x)

gesucht: G (x)

a) Die Kosten bei der Produktion des Fruchtsafts Mangomix kdnnen durch eine ertragsgesetz-

liche Kostenfunktion K beschrieben werden:

Kx)=a-x*+b-x*+105-x+ 1215

X ... Produktionsmenge in hl
K(x) ... Kosten bei der Produktionsmenge x in €

Von der Kostenfunktion ist bekannt:

I: Die Grenzkosten bei einer Produktionsmenge von 25 hl betragen 30 €/hl.

II: K”(25) = 0

1) Erstellen Sie eine Gleichung, die die Bedingung I beschreibt.

2) Interpretieren Sie die Bedeutung der Zahl 25 in der Gleichung II im gegebenen Sachzu-

sammenhang.

3) Berechnen Sie die Koeffizienten a und b.
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b) In der nachstehenden Abbildung sind die Graphen der Grenzkostenfunktion K’, der Durch-
schnittskostenfunktion K und der variablen Durchschnittskostenfunktion K, fiir den Frucht-
saft Mangomix dargestellt.

Vier Produktionsmengen, x, bis x,, sind auf der horizontalen Achse markiert.

A

'K'(x), K(x), K (x) in €/hl

1) Ordnen Sie den beiden Begriffen jeweils die zutreffende Produktionsmenge aus A bis D

zu. [2 zu 4]
Kostenkehre A Produktionsmenge X,
Betriebsminimum B Produktionsmenge X,
C Produktionsmenge X,
D Produktionsmenge X,

c) Der Erl6s beim Verkauf des Fruchtsafts Mangomix kann durch eine quadratische Funktion £
beschrieben werden:

Ex)=a-x*+b-x mit x=0

X ... Absatzmenge in hl
E(x) ... Erlos bei der Absatzmenge x in €

1) Erganzen Sie die Textllicken im folgenden Satz durch Ankreuzen des jeweils richtigen
Satzteils so, dass eine korrekte Aussage entsteht. [Lickentext]

Der Koeffizient a muss ® sein, weil der Graph von £ @
©, @
positiv [] durch den Ursprung geht []
negativ [] keinen Wendepunkt hat []
gleich null [] nach unten gedffnet ist []
2) Weisen Sie nach, dass der maximale Erlos bei der Absatzmenge x, = —2%1 erzielt

wird.
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d) Der Grenzgewinn fUr den Fruchtsaft Mangomix kann durch die Funktion G beschrieben
werden:

G'(x)=-0,12 - x2 -4 - x + 220
X ... Absatzmenge in hl

G'(x) ... Grenzgewinn bei der Absatzmenge x in €/hl

1) Ermitteln Sie diejenige Absatzmenge, bei der der maximale Gewinn erzielt wird.

Die Fixkosten betragen 1.215 €.

2) Erstellen Sie eine Gleichung der zugehoérigen Gewinnfunktion G unter Berticksichtigung
der Fixkosten.

Es soll derjenige Bereich flir die Absatzmenge ermittelt werden, in dem der Gewinn
mindestens 1.000 € betragt.

3) Ermitteln Sie diesen Bereich.
Mixer * (B_282)

Ein Unternehmen stellt unterschiedliche Typen von Mixern her.

a) Bei einem Stlickpreis von € 65 kdnnen 2000 Stabmixer pro Jahr verkauft werden.
Bei einem Verkauf von 2500 Stabmixern kann ein Erlds in Hohe von € 131.250 pro Jahr
erzielt werden.

Der Erl6s beim Verkauf der Stabmixer kann durch eine quadratische Funkiion E beschrie-
ben werden:

Ex)=a-x*+b-x+c

X ... Anzahl der verkauften Stabmixer

E(x) ... Erlds bei x verkauften Stabmixern in €

1) Begrunden Sie, warum in der Gleichung der Erlésfunktion der Parameter ¢ gleich null
sein muss.

2) Erstellen Sie ein Gleichungssystem zur Berechnung der Koeffizienten a und b der
Erl6sfunktion.

3) Berechnen Sie die Koeffizienten a und b.

4) Berechnen Sie die Sattigungsmenge.

b) Der Gewinn beim Verkauf der Handmixer kann durch die Funktion G beschrieben werden.
Gx)=-0,1-x*-1,9-x2+ 200 - x—940

X ... Absatzmenge in ME
G(x) ... Gewinn bei der Absatzmenge x in GE

1) Berechnen Sie die Gewinngrenzen.

2) Ermitieln Sie den maximalen Gewinn.
Durch Veranderungen im Unternehmen konnen die Fixkosten um 200 GE gesenkt werden.

3) Erstellen Sie eine Gleichung der neuen Gewinnfunktion G,.
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c) Die Kosten bei der Produktion von Standmixern kénnen durch die Funktion K beschrieben

werden.
K(x)=0,04-x3-2,4-x>+63-x+940

X ... Produktionsmenge in ME
K(x) ... Kosten bei der Produktionsmenge x in GE

1) Uberpriifen Sie nachweislich, ob der Kostenverlauf bei einer Produktion von 25 ME

progressiv oder degressiv ist.

2) Kreuzen Sie diejenige Gleichung an, deren Losung das Betriebsoptimum ist. [7 aus 5]

X2

0=004-x*-24-x*+63-x+940 | []
0=012-x2-4,8-x+63 ]
0=024-x-48 ]
0=004x2-24x+63+22 n
0=0,08-x-2,4-340 O

Mobel * (B_513)

b) In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Kostenfunktion K, eines Betriebs bei

der Produktion von Kleiderschranken dargestellt.

|
100000 K/ in GE

80000

'S P
e m—)
=T K
60 000 /
40000 /
)4

20000 /

0

X in Stiick

S

X ... Produktionsmenge in Stlick

K.(x) ... Gesamtkosten bei der Produktionsmenge x in GE

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

1) Lesen Sie das groBtmaogliche Produktionsintervall ab, in dem der Verlauf der

Kostenfunktion K, degressiv ist.

2) Ermitteln Sie mithilfe der obigen Abbildung die Stlickkosten bei einer Produktion von

200 Stuck.

Die Fixkosten konnen um 10 % reduziert werden.

3) Begrlinden Sie, warum sich die Grenzkostenfunktion dadurch nicht &ndert.
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c) Die Kostenfunktion K, eines Betriebs bei der Produktion von Kommoden ist gegeben
durch:

K,(x) =0,001 - x*-0,9 - x* + a - x + 3000

X ... Produktionsmenge in Stlick
K,(x) ... Gesamtkosten bei der Produktionsmenge x in GE

Bei einer Produktion von 100 Kommoden hat der Betrieb Gesamtkosten von 35000 GE.

1) Berechnen Sie den Koeffizienten a der Kostenfunktion K.,.

2) Berechnen Sie das Betriebsoptimum.

Der Break-even-Point wird bei einem Verkauf von 60 Kommoden erreicht.
3) Berechnen Sie den Preis pro Kommode bei dieser verkauften Menge.
Papierproduzent * (B_281)

Ein Papierproduzent stellt als Monopolist hochwertiges Urkundenpapier her. Die Kosten-
funktion K fiir die Herstellung und die Erlésfunktion E fur den Absatz dieses Produkts sind in
der nachstehenden Grafik dargestellt.

K(z), E(z) in GE
100

70

50

40

20 E

0 10 20 30 40 50 60
z in ME

b) Das Verhalten der Erldsfunktion soll fiir die nachgefragte Menge 40 ME untersucht werden.

— Zeichnen Sie in der obigen Grafik die Tangente an den Graphen der Erldsfunktion £ an der
Stelle x = 40 ein.

— Lesen Sie die Steigung dieser Tangente ab.

— Interpretieren Sie die Steigung dieser Tangente im Sachzusammenhang.

c) Furdie Stelle des Gewinnmaximums gilt, dass die Grenzkosten gleich dem Grenzerids sind.

— Begriinden Sie diese Aussage.
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Parfumherstellung * (B_556)

In einem Betrieb wird Parfum hergestellt.

a)

c)

Die Gesamtkosten fur die Produktion des Parfums Desert kénnen durch die ertragsgesetzliche
Kostenfunktion K beschrieben werden. Fir die zugehdrige Grenzkostenfunktion K” gilt:

K'X)=0,15-x>-6-x+Cc mit x>0

X ... Produktionsmenge in ME

K'(x) ... Grenzkosten bei der Produktionsmenge x in GE/ME

C ... Parameter

1) Ermitteln Sie, flr welche Produktionsmengen ein progressiver Kostenverlauf vorliegt.
Bei ertragsgesetzlichen Kostenfunktionen gilt folgende Bedingung:

Die Grenzkostenfunktion muss im gesamten Definitionsbereich positiv sein.

2) Weisen Sie nach, dass diese Bedingung nur flr ¢ > 60 erflllt ist.

Die Fixkosten bei der Produktion dieses Parfums betragen 250 GE.

Es gilt: ¢ = 80

3) Stellen Sie eine Gleichung der zugehdrigen Kostenfunktion K auf.

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Gesamtkostenfunktion K flr die Produktion

des Parfums Sunrise dargestellt. Der Verkaufspreis dieses Parfums betragt 75 GE/ME.

5000 4 K(x), E) in GE
4500 |
4000

3500

| |
| |
| |
| |
3000 ‘ |

2500
2000

1500 +
1000 +

500 |
x in ME
0 — — T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

1) Zeichnen Sie in der obigen Abbildung den Graphen der Erlésfunktion £ ein.

2) Lesen Sie aus der obigen Abbildung den Gewinnbereich ab.

[ ; ] (in ME)

Fur die Gewinnfunktion G fUr die Produktion des Parfums Moonlight gilt:

Gx)=-0,05-x3+2,4-x2-9-x-180

X ... Absatzmenge in ME
G(x) ... Gewinn bei der Absatzmenge x in GE

1) Berechnen Sie den durchschnittlichen Gewinn pro ME, der bei einem Absatz von 25 ME

erzielt wird.

2) Berechnen Sie den maximalen Gewinn.
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Rohrproduktion * (B_089)

a) Ein Unternehmen stellt Kunststoffrohre her, die zu einem fixen Preis verkauft werden.

Im nachstehenden Diagramm ist der Graph der Kostenfunktion K fur die Herstellung der

Kunststoffrohre dargestellt.
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Der Break-even-Point liegt bei einer Produktion von 8 ME. Die Kosten betragen dabei

400 GE.

— Zeichnen Sie den Graphen der Erldsfunktion £ im obigen Diagramm ein.
— Ermitteln Sie den zugehdrigen Marktpreis.
— Erganzen Sie in der nachstehenden Wertetabelle die fehlenden Werte fur die zugehorige

Gewinnfunktion G.
xin ME 0 8 16
G(x) in GE 0

c) Ein anderes Unternehmen stellt Keramikrohre her.

Von der quadratischen Erlésfunktion E ist flr den Absatz von 10 ME bekannt:

E(10)=15
E'(10)=-15
E"(10)=-0,6

— Kreuzen Sie die zutreffende Aussage Uber den Erlds bei einem Absatz von 11 ME an.

[1 aus 5]

E(11) =132 O
E(11)=13,5 ]
E(11) = 14,1 ]
E(11)=16,2 []
E(11)=16,5 O
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Werkzeugproduktion * (B_569)

In einer Fabrik werden Werkzeuge hergestellt. Der Fabrik ist auch ein Shop fur den Direktverkauf

angeschlossen.

a) Im Shop ist der Erlés aus dem Verkauf eines bestimmten Schraubenziehers, der zu einem
fixen Preis verkauft wird, erfasst worden:

verkaufte Menge in ME | Erlos in GE
50 250
110 605

Die Daten in der obigen Wertetabelle sind allerdings fehlerhaft.

1) Weisen Sie nach, dass die obige Wertetabelle nicht zur Erlésfunktion des Schraubenziehers
passen kann.

Es stellt sich heraus, dass nur der Erlés aus dem Verkauf von 50 ME korrekt erfasst wurde.

2) Zeichnen Sie in der nachstehenden Abbildung den Graphen der zugehorigen Erlds-
funktion E ein.

Kix), Elx) in GE
3000+

25004
20004
1500 4
1000 4

500
x in ME

0 ¥ T & T T 4 T ¥
0 100 200 300 400 500
X ... produzierte bzw. abgesetzte Menge in ME

K(x) ... Gesamtkosten bei der Produktionsmenge x in GE

E(x) ... Erlés bei der Absatzmenge x in GE

3) Lesen Sie aus der obigen Abbildung die Gewinngrenzen ab.

untere Gewinngrenze: ME

obere Gewinngrenze: ME

4) Erganzen Sie die Textllicken im nachstehenden Satz durch Ankreuzen des jeweils zutref-
fenden Satzteils so, dass fir die Funktionen E und K eine richtige Aussage entsteht.

Wenn fiir eine Menge x, der Zusammenhang ® gilt, dann ist
®
® ®
_ X, Kleiner als der
Elx)) =Kix) L Break-even-Point O
Elx)=K'kx) | [ X.=0 ]
x, diejenige Menge, bei der
Ex)>Kix) | O s i = O

der Gewinn maximal ist
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