[/ OSLGEN

Kosten- und Preistheorie

Bei der Kosten- und Preistheorie gibt es drei grundlegende Basisfunktionen, die in diesem Skript
Schritt fur Schritt erarbeitet werden:

e Kostenfunktion K (x) ... ordnet jeder Stlickzahl die damit verbundenen Kosten zu!

e Erlosfunktion E(x) ... ordnet jeder Stlickzahl den damit verbundenen Erlos zu!

e Gewinnfunktion G(x) = E(x) - K(x) ... ordnet jeder Stiickzahl den damit verbundenen
Gewinn zu!

1. Kostenfunktion
1.1 Kostenfunktion K (x)

Kostenfunktion K (x) ... ordnet jeder Sttickzahl die damit verbundenen Kosten zu

Die Kosten werden in GE (=Geldeinheiten) und die Stiickzahlen in ME (=Mengeneinheiten) angegeben.

Bemerkung: Die Kostenfunktion ist in der Regel eine streng monoton steigende Funktion — Warum: Je mehr
produziert wird, desto héher werden die Kosten.
In weiterer Folge zeige ich dir typische Verlaufe einer Kostenfunktion:

TK(x)

Linearer Kostenverlauf

- Die Kostenfunktion K ist streng monoton steigend und linear.
K - Lineare Funktion K(x) = kx +d mitk > 0

- Esgilt: K'(x) = k ... konstant

- K(0) = d = Fixkosten

Erkldrung: Mit jeder produzierten Stiickzahl steigen die Kosten um den Wert k

Fixkosten K(0) konstant an.

TK(x)

Progressiver Kostenverlauf

- Die Kostenfunktion K ist streng monoton steigend und
linksgekriimmt.

- Esgil: K'(x) >0 und K" (x) >0

- K(0) = Fixkosten

Erklarung: Mit jeder produzierten Stiickzahl steigen die Kosten stdrker an.
Jede zusatzlich produzierte Mengeneinheit verursacht einen héheren
Kostenzuwachs als die vorherige.

Fixkosten K(0)

Vv
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'K(x)

Fixkosten

X,

rd

Degressiver Kostenverlauf

- Die Kostenfunktion K ist streng monoton
steigend und rechtsgekrimmt.

- Esgilt: K'(x) >0 und K" (x) <0

- K(0) = Fixkosten

Erklarung: Mit jeder produzierten Stlickzahl werden
die zusatzlich anfallenden Kosten geringer. Jede
zusatzlich produzierte Mengeneinheit verursacht
einen geringeren Kostenzuwachs als die vorherige.

In den meisten Fallen (vor allem im Alltag) ist die Kostenfunktion eine Polynomfunktion dritten Grades. Wenn
folgende Eigenschaften gelten, spricht man von einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion:

K"(x)=0
K"(x)<0

(
|
|
I
|
Fixkosten K(0)
|
|
|

Typischer Verlauf einer ertragsgesetzlichen
Kostenfunktion

- ,Sformig”
- Streng monoton steigend

Erklarung: Bei einer Produktion von 0 Stiick fallen
Fixkosten an (Kosten flir Maschinen, Gerate, Arbeiter,
etc.).

Werden Stlicke produziert, so steigen die Kosten an.
Zu Beginn gibt es einen bestimmten Anstieg, dann
sinken die Kosten, da es zu Vorteilen aufgrund der
Massen-/Mengenproduktion kommt (bis zur
Kostenkehre). Ab der Kostenkehre kommt es zu einer
Uberlastung (z.B. Firma, hohe Uberstunden,
zusdtzliche Gerite, ...). Die Gesamtkosten steigen stark
an.

Beispiel einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion (Polynomfunktion 3. Grades):

Kx)=x3—3x2+4x+5

Aus dieser Gleichung kénnen die Fixkosten K(0) abgelesen werden. Diese betragen K(0) = 5 GE.
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1.2 Variable Kostenfunktion K,,(x)
Die variable Kostenfunktion entspricht der Kostenfunktion ohne Fixkosten
K(x)=x3—3x2+4x+5->K,(x) =x3—3x% + 4x

Identer Verlauf zu K (x), jedoch beginnt der Graph im Ursprung!

TK(x) TK(x)

Kostenkehre
|
I
1
I
1
I

Kostenkehre

Bsp. 1) Gegeben ist eine Kostenfunktion. Bestimme (i) die Fixkosten, (ii) die variable Kostenfunktion,
(iii) die Kosten bei 5 bzw. 20 produzierten Mengen und (iv) die variablen Kosten bei 10 bzw. 40
produzierten Stiicken.

a. K(x)=2x+10

b. K(x)=3x%+100

c. K(x)=0,5x3—-39x%+12x+ 18
d. K(x)=1,2x%—3,3x% + 79x + 800

Bsp. 2) Ein Firma kann am Tag maximal 100 Geréte produzieren. Die tdglichen Fixkosten belaufen sich
auf 330 GE. Pro erzeugtes Gerat kommen weitere 20 GE Produktionskosten hinzu.

Stelle die Kostenfunktion K auf und gib einen passenden Definitionsbereich an.

1.3 Stiickkostenfunktion K(x)

Die Stiickkostenfunktion K (x) gibt die durchschnittlichen Kosten bei x Stiick an, die pro Stiick
anfallen!

Beispiel: Bei 10 produzierten Stlicken fallen Kosten von 60 GE an -> somit waren die
durchschnittlichen Kosten pro Stiick 6 GE/ME, d.h. K(10) = 6 GE/ME

Formel (mit Beispiel):

R(x) :K—SQ—)I?OO) :%:%: 6 GE /ME
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Typischer Verlauf (Ertragsgesetzliche Kostenfunktion):

K(x)=x3—3x2+4x+5

K(x) R(x) = Kix)

5
=x2—3x+4+—
x

N

1.4 Variable Stiickkostenfunktion K, (x)

Analog zur Stiickkostenfunktion, nur ohne
Berlicksichtigung der Fixkosten wird die
variable Stiickkostenfunktion berechnet:

K,(x) = X, ()
x
Kv(x)
Ku(x) K,(x) = x3 — 3x2% + 4x
X, K,( )—Kvix)=x2—3x+4

Bsp. 3) Gegeben ist eine Kostenfunktion. Bestimme (i) die Stiickkostenfunktion, (ii) die variable
Stlickkostenfunktion, (iii) die Stiickkosten bei 4 bzw. 22 produzierten Stiick und (iv) die variablen
Stiickkosten bei 10 bzw. 30 produzierten Stiicken.

a. K(x)=4x+25

b. K(x) =4x? + 200

c. K(x)=0,5x3—3,8x2+13x+ 50

d. K(x)=1,3x3—3,2x% + 79x + 1320

THEORIE: Kosten- und Preistheorie Seite 4 von 23



1.5 Grenzkostenfunktion K'(x)

K‘(x) gibt die ungefahre Erhohung der Kosten an, wenn bei x Stiick eine weitere Mengeneinheit
produziert wird!

Beispiel:

K‘(5) =10 GE/ME
Wird bei 5 Stiick eine weitere Mengeneinheit produziert, steigen die Gesamtkosten um ca. 10 GE
(da es um die Kosten geht -> Einheit: GE).

Typischer Verlauf — Ermittlung liber die Kostenfunktion:

b

Kx)=x3-3x2+4x+5

K'(x)=3x*—6x+4

N

Bsp. 4) Gegeben ist eine Kostenfunktion K mit K(x) = 0,003x3 — 0,118x? + 5,4x + 100

X ... Anzahl der produzierten Stiick in ME
- K(x) ... Kosten bei x produzierten Stiick in GE

a. Stelle die variable Kostenfunktion auf.

b. Berechne, wie viele (i) Gesamtkosten bzw. (ii) variable Kosten bei einer Produktion von 20 ME
anfallen.

c. Berechne die mittlere Anderungsrate von K, wenn die Produktion von 20 ME auf 25 ME
erhdht wird.

d. Berechne die Grenzkosten bei 30 ME. Interpretiere diesen Wert im gegebenen Kontext.

Integral der Grenzkostenfunktion K‘(x):

i Unbestimmtes Integral:

Das unbestimmte Integral der Grenzkostenfunktion K‘(x) liefert die Kostenfunktion K (x).
Beispiel: K‘(x) = 3x% + 3x + 2, Fixkosten = 10 GE

Gesucht: Kostenfunktion K (x)
]
K(x) :fK’(x)dx=J(3x2+3x+2) dx=x3+5x2+2x+10

Wichtig: Die Fixkosten kommen als Integrationskonstante hinzu, da sie die Kosten erhéhen!
(+ Fixkosten)

THEORIE: Kosten- und Preistheorie Seite 5von 23



14

12

10

\‘_wﬂ// Kosfen =12 GE

Bsp. 5) Gegeben sind jeweils eine Grenzkostenfunktion K'(x) und die zugehérigen Fixkosten. Ermittle

die Kostenfunktion K (x).

a. K'(x)=0,3x2—-05x+6  Fixkosten: 20 GE

b. K'(x) =4x  Fixkosten: 100 GE

c. K'(x)=2x?>—4x+15 Fixkosten: 800 GE

d. K'(x)=5  Fixkosten: 10 GE

ii. Bestimmtes Integral:

Das bestimmte Integral (bzw. die Flache unter der Grenzkostenfunktion) entspricht den anfallenden
Kosten bei dieser Stlickzahl (Integral der Grenzkosten = Kostenfunktion)

Achtung: Gegebenfalls missen Fixkosten dazu-addiert werden (bzw. nicht berticksichtigt werden)

Beispiel:
K'(x) =3x*—6x + 4

Berechne die Kosten, die bei 3 produzierten ME
anfallen.

3 3
fK’(x)dx=f 3x% — 6x + 4dx
0 0

3 52 3
3:-——6—+4x =[x3—3x2+4-x]3
3 2 0 0

X,
>33 -3.3244-3-(03—3-02+4-0)=12GE

2
0 0.5 1 1.6 2 2.5 3
25/\

-~

L\X:/(d
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Bsp. 6) Gegeben ist eine Grenzkostenfunktion K‘(x). Die
zugehorige Kostenfunktion K(x) gibt die Produktionskosten in
GE an, die bei x produzierten ME anfallen. Die Fixkosten
betragen 100 GE.

a. Ermittle die Funktionsgleichungen von K‘(x) und K(x).

b. Berechne den griin markierten Flacheninhalt auf zwei

verschiedene Moglichkeiten (Bestimmtes Integral &
Flacheninhalt des Vierecks).

c. Interpretiere den Wert des Flacheninhalts im

gegebenen Sachzusammenhang.
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1.6 Anwendungen der Kostenfunktion

1. Bestimmung der Kostenkehre liber die Kostenfunktion bzw. Grenzkostenfunktion:

10

N

Die Kostenkehre ist der Wendepunkt der Kostenfunktion
K (x). Dabei geht die degressive Kostenfunktion in eine
progressive Kostenfunktion tber.

Kostenkehre

K'(x)=0

1

:

: Die Kostenkehre entspricht auch dem Minimum der

: Grenzkostenfunktion K'(x) — denke an die NEW-Regel:
] Eine Wendestelle wird in der ersten Ableitung zu einer
: Extremstelle.

1

i Minimum X Bestimmung des Minimums: K"'(x) = 0 & K"'(x) > 0

ad

0.5 1 1.5 2 2.5

12

10

Bsp. 7) Gegeben ist eine Grenzkostenfunktion K‘(x). Die
zugehorige Kostenfunktion K(x) gibt die Produktionskosten an,
die bei x produzierten ME anfallen.

a. Ermittle graphisch die Stelle der Kostenkehre.

b. In der Graphik ist eine Flache griin markiert. Gib eine
mathematische Formel an, mit der du den Inhalt der Flache
berechnen kannst.

c. Interpretiere den Wert des Flacheninhalts im gegebenen
Sachzusammenhang.

X

| N

10" 20 30 40 50 °

Bsp. 8) Die Fixkosten zur Produktion eines bestimmten Artikels betragen 2800 GE. Die Kostenkehre
liegt bei 6 ME. Die Gesamtkosten bei einer Produktionsmenge von 6 ME betragen 3050 GE. Bei einer

Produktionsmenge von 10 ME betragen die Gesamtkosten 3200 GE.

Der Kostenverlauf soll mit Hilfe einer Kostenfunktion K mit K (x) = ax® + bx? + cx + d beschrieben
werden.

a. Erstelle ein Gleichungssystem zur Berechnung der Parameter der Kostenfunktionen.
b. Berechne die Parameter und stelle die Kostenfunktion K auf.

Bsp. 9) Ein Unternehmen produziert ein bestimmtes Produkt. Die Kosten bei einer Produktionsmenge
von 10 ME betragen 154 GE. Die Kostenkehre liegt bei einer Produktionsmenge von 1,5 ME. Bei der
Kostenkehre betragen die anfallenden Kosten 13,75 GE. Bei einer Produktionsmenge von 20 ME
betragen die Grenzkosten 207,4 GE/ME.

Der Kostenverlauf soll mit Hilfe einer Kostenfunktion K mit K (x) = ax® + bx? + cx + d beschrieben
werden.

a. Erstelle ein Gleichungssystem zur Berechnung der Parameter der Kostenfunktionen.
b. Berechne die Parameter und stelle die Kostenfunktion K auf.
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2. Bestimmung des Betriebsoptimums und —minimums, bzw. der Preisuntergrenzen

= Betriebsoptimum: Das Betriebsoptimum ist jene Stiickzahl x,py, bei der die
Stlickkosten minimal sind (Einheit: in ME)

» Langfristige Preisuntergrenze: Stiickkosten beim Betriebsoptimum - K (x,pr)
(Einheit: in GE/ME)

Interpretation:

= |Im Betriebsoptimum erreicht das Verhaltnis zwischen Gesamtkosten und Produktionsmenge
das glinstigste Verhaltnis. Die Kosten pro erzeugter ME sind hier am geringsten.

= Verkauft man eine Stlickzahl zum Preis der langfristigen Preisuntergrenze, so werden die
Fixkosten und variablen Kosten gedeckt. Dabei wird noch kein Gewinn erzielt. Wird ein
hoherer Preis erwirtschaftet, so macht die Firma bzw. das Unternehmen Gewinn.

Warum kénnte es Sinn machen, ein Produkt zum Preis der langfristigen Preisuntergrenze zu
etablieren?

- Man mochte mit einem Produkt einen Wettbewerber unter Druck setzen, die mit diesem
nhiedrigen Preis nicht mithalten wollen/kénnen. Dabei nimmt man bewusst in Kauf, dass kein
Gewinn erwirtschaftet wird.

Dieser Betrag soll nicht unterschritten, da ansonsten Verluste entstehen.

= Betriebsminimum: Das Betriebsminimum ist jene Stlickzahl x,y, bei der die variablen
Stlickkosten minimal sind (Einheit: in ME)

»  Kurzfristige Preisuntergrenze: Variable Stlickkosten beim Betriebsminimum - K, (xn)
(Einheit: in GE/ME)

Interpretation:

= |m Betriebsminimum erreicht das Verhaltnis zwischen variablen Kosten und
Produktionsmenge das glinstigste Verhaltnis. Die variablen Kosten pro erzeugter ME sind hier
am geringsten.

= Verkauft man eine Stiickzahl zum Preis der kurzfristigen Preisuntergrenze, so werden nur die
variablen Kosten gedeckt. Die Fixkosten werden nicht gedeckt & in Summe macht das
Unternehmen Verlust.

Warum konnte es Sinn machen, ein Produkt zum Preis der kurzfristigen Preisuntergrenze zu
etablieren?

- Man mochte ein neues Produkt im Markt etablieren (z.B. Sonderangebot — weckt die

Aufmerksamkeit)
- Man mochte Wettbewerber verdrangen, die mit einem solch niedrigen Preis nicht mithalten
kdnnen (bedenke: es entsteht stets der Verlust der Fixkosten).
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K(xopT)

2.1 Bestimmung Betriebsoptimum und langfristige Preisuntergrenze:

Graphische Bestimmung Uber den Funktionsgraph der Kostenfunktion K (x):

Lege eine Gerade ausgehend vom Ursprung so an den Graphen der Kostenfunktion, dass die Gerade
den Graphen in genau einem Punkt beriihrt:

10

Die Stelle des Beriihrungspunktes ist das Betriebsoptimum xqpy.

Mit Hilfe des Funktionswertes K(xopt) kann die langfristige Preisuntergrenze berechnet

werden. Der Funktionswert wird an der y-Achse abgelesen.

-2

0.5 1 15 2
XOPT

2.5

Langfristige Preisuntergrenze = @ =K (Xope)

opt

Aus dem Graphen kann man ablesen, dass das
Betriebsoptimum bei ca. 2,1 produzierten ME liegt.

XopT = 2,1 ME

Der Funktionswert K (xopr) ist ca. 9,3. Mit diesen
Werten kann die langfristige Preisuntergrenze
naherungsweise ermittelt werden:

K(xopr) - %
XopT

~ 4,4 GE /ME

)

Bestimmung tber die Stiickkostenfunktion K (x) — graphisch & rechnerisch:

Wiederholung Definition Betriebsoptimum: Stiickzahl x,pr, bei der die Stiickkosten minimal sind ->
d.h. MINIMUM (=Extremum)

Graphische Ermittlung

Rechnerische Ermittlung

Ermittlung des Tiefpunktes
x-Koordinate = Betriebsoptimum xqpr
y-Koordinate R(xopt) = Langfriste Preisuntergrenze

K(xopT) , .
1
1
2 1

: X

&

-1 -05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
-2 XOPT

Betriebsoptimum: xopr = 2,1 ME

Langfristige Preisuntergrenze: K(xopr) =~ 4,3 GE /ME

=  K(x)ableiten » K'(x) =0
— Betriebsoptimum = xgpr

= Kontrolle, ob es sich um ein Minimum
handelt: K" (xgpr) > 0

Da K'(x) linear ist, gibt es nur eine
Losung. Diese ist immer ein Minimum.

= Ermittlung der langfristigen
Preisuntergrenze

Das Betriebsoptimum x,,, muss man in
die Stiickkostenfunktion K (x,y¢ )
einsetzen:

Langfristige Preisuntergrenze =
K (x0pt)

THEORIE: Kosten- und Preistheorie
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2.2 Bestimmung Betriebsminimum und kurzfristige Preisuntergrenze:

Bestimmung (ber den Funktionsgraph der Kostenfunktion K (x):

Lege eine Gerade ausgehend von den
Fixkosten = Punkt (0, K(0)) so an den
Graphen der Kostenfunktion, dass die
Gerade den Graphen in genau einem
Punkt berihrt:

Die Stelle des Beriihrungspunktes ist
das Betriebsminimum x;;y.

-04 -02 0

-2

3

Kv(xmin)
2

02 04 06 08 1 1.2 14 16
XMIN

1

.8 2 2.2

Bestimmung tiber den Funktionsgraph der variablen Kostenfunktion K, (x):

Lege eine Gerade ausgehend vom
Ursprung so an den Graphen der
variablen Kostenfunktion, dass die
Gerade den Graphen in genau einem
Punkt berihrt. Die Stelle des
Bertihrungspunktes ist das

Betriebsminimum xpy-

Mit Hilfe des Funktionswertes K, (xpn)

X, kann die kurzfristige Preisuntergrenze
berechnet werden. Der Funktionswert
- wird an der y-Achse abgelesen.

-04 =02 0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 22

v(xmin)

o . Ko (i
Kurzfristige Preisuntergrenze = KyXmin) _

Xmin

iii. Bestimmung (iber die variable Stiickkostenfunktion K, (x) — graphisch & rechnerisch:

Wiederholung Definition Betriebsminimum: Stiickzahl x;,,;,,, bei der die variablen Stiickkosten
minimal sind -> d.h. MINIMUM (=Extremum).

Graphische Ermittlung Rechnerische Ermittlung

Ermittlung des Tiefpunktes u
= x-Koordinate = Betriebsminimum x;;n
» y-Koordinate K (xp;y) = Kurzfristige Preisuntergrenze

K, (x) ableiten » K, (x) = 0
— Betriebsminimum = Xy

= Kontrolle, ob es sich um ein Minimum handelt:

K" (xpyn) > 0

Da K'(x) linear ist, gibt es nur eine Lésung. Diese ist
immer ein Minimum.

= Ermittlung der kurzfristigen Preisuntergrenze

Das Betriebsminimum x5, muss man in die variable
_ o Stiickkostenfunktion K, (xpy) einsetzen:
Betriebsminimum: xpy = 1,5 ME

Langfristige Preisuntergrenze: K, (Xp;n) =~ 1,8 GE/ME Kurzfristige Preisuntergrenze = K (xp;y)
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Bsp. 10) Bestimme rechnerisch die Kostenkehre, das Betriebsoptimum, das Betriebsminimum, sowie
die langfristige und kurzfristige Preisuntergrenze zur zugehdrigen Kostenfunktion K (x).

a. K(x)=0,02x3—3,1x%2 + 170x + 700
b. K(x)=0,3x3—1,2x?+ 20x + 120
c. K(x)=0,0004x3—0,027x% + 98x + 47 000

Bsp. 11) Gegeben ist der Graph einer Stiickkostenfunktion K (x). Bestimme graphisch das
Betriebsoptimum und die langfristige Preisuntergrenze. Interpretiere die Werte im Kontext.

207 ~
18 80
14\ _ 60
K(x
10
40
8
30
6 ’ —
@C) --912 MC/ 5
4 [ PU=6 GEIMNE
2 10
XS
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

Bsp. 12) Gegeben ist der Graph einer Kostenfunktion K(x). Bestimme graphisch das Betriebsoptimum,
das Betriebsminimum, die langfristige und kurzfristige Preisuntergrenze. Interpretiere-die Werte im—.

gegebenen-Kontext.
/N /N
70 )ﬂ
70
60
60
50 50
/
K(x)
40 40
K(x)
30 30
10 10
X\ X>
0 1 2 3 4 5 6 7 8 | 0o 1 3 4 5 6 7
M Qo M o
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Bsp. 13) Gegeben ist der Graph einer variablen Kostenfunktion K, (x). Bestimme graphisch das
Betriebsminimum und die kurzfristige Preisuntergrenze. Interpretiere die Werte im gegebenen Kontext.

| 40
25 i
20 : Ko)
15 20 Kv(x) Ao
10 EEEEE
10
5
X X,
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 1 2 30 4 E
T (A / P
KWN‘\J - (i' M& Nz 5,4 e \
-
 J
IR »f»%g)a IME K~
» \1/ (&’A’uw@)( PV otV e aWitea) /)LQQ l (./(,u ) U&D"kc'\»\&u & _(‘*(L

VeQaQhoio ws HESNnelf & soriolsle, Ierkoo NONORY: \orco 5oy Sz Hloosfir u%j&

* Bsp. 14) Gegeben ist der Graph einer variablen Stiickkostenfunktion K, (x). Bestimme graphisch das &
Betriebsminimum und die kurzfristige Preisuntergrenze. Interpretiere die Werte im gegebenen
Kontext.
18/\ N
16
14
12
10
8
6
4
2 (X
ke " %
0 2 4 6 8 10 of 1 258 ¢ ¥ 8 7
M ,
X ~F0M& i © (Z( e
A= 3 M& y o
caeme
& | ~
K @ SALCEME

Bsp. 15) Eine allgemeine, ertragsgesetzliche Kostenfunktion K ist gegeben mit K (x) = ax® + bx? + cx + d.
Gib eine Gleichung an, mit der du das Betriebsoptimum bestimmen kannst.
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2. Erloésfunktion E(x)
2.1 Preisfunktion bzw. Nachfragefunktion p(x):

Die Preisfunktion der Nachfrage gibt den Preis p in Abhdngigkeit der produzierten Menge x an.

i Vollkommene Konkurrenz: Konstanter Preis -> Lineare Preisfunktion
ii.  Monopolbetrieb: Preis kann individuell bestimmt werden

Eine lineare Preisfunktion hat zwei wichtige Eigenschaften:

= Hochstpreis py,: Jener Preis, bei dem kein Sttick mehr verkauft werden kann, d.h.

pr = p(0)

Funktionswert des Preisfunktion bei x = 0

= Sittigungsmenge xg: Jene Menge, bei dem der Markt gesattigt ist und damit nicht mehr
verkauft werden kann, d.h.

p(xs) =0
Nullstelle der Preisfunktion

Mit steigender Nachfrage sinkt der Preis. So lange, bis nicht mehr produziert werden kann
(Sattigungsmenge).

Bemerkung: Die Preisfunktion muss nicht zwingend eine lineare Funktion sein.
p(x) = 20— 2x

Berechnung Hoéchstpreis:

b() Hochstpreis pn = p(0) = 20GE |

p(0) =20—-2-0=20GE

Berechnung Sattigungsmenge:

15 ol
p(x) =20 —2x
10 : }
5
| ; X\
10| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 °
-5

Sattigungsmenge xs = 10ME

px)=0 & 20—2x=0|—-20
—2x=—=20]|:(=2)
x =10 ME

Bsp. 16) Gegeben ist eine Preisfunktion p(x). Bestimme den Hdchstpreis und die Sattigungsmenge.

a. p(x) =-3x+60
b. p(x) =-0,01x+ 10

s Y
c. p(x) =-0,25x+ 250 HC)C "\‘QTQ\’—’ (s

SATTIC ONGEMERGE
=7 ) s &
_9_( +60 =U /{62

. — 8OGE ()=0&>:

O p(O) =£24ac€ i =
| 5y = AOGE —> — O,0A% +40 =O 2O ME
_2) QD C“D - ____.\___. {‘O/@-’(X = —AO \1(‘0(()'2)

= (\)(@);ngae S
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2.2 Erlésfunktion E(x):

Die Erldsfunktion E(x) ordnet jeder Stiickzahl x den damit verbundenen Erlds zu. Die Erlésfunktion

wird mit folgender Formel berechnet:

E(x)=p) x

Erlds = Preis pro Stiick - Anzahl der Stiickzahl

= |st die Preisfunktion linear, so ist die Erlésfunktion eine Parabel mit zwei Nullstellen (Eine
Nullstelle im Ursprung, die andere bei der Sattigungsmenge, da kein Erlés mehr méglich ist).

Beispiel: p(x) = 20 — 2x — E(x) = p(x)+x = (20 — 2x) - x = 20x — 2x>

50 P(X)
45
40
35
30
25
206
15

10

E(z) = 20z — 2a*

p(z) =20 — 2z

X

-1 0 1 2 3 4 5

Bestimmung Maximaler Erlos

6

7 8 9
Sattigungsmenge xs = 10ME

0 11 12 °

Fragestellung: Welche Stiickzahl x eines Produktes soll erzeugt werden, damit nach dem Verkauf zum

Preis von p(x) der groRtmdogliche Erlds entsteht?

Gegeben: Preisfunktion p(x) = 20 — 2x

Aus der Preisfunktion kann die Erlésfunktion gebildet werden. Es gilt: E(x) = p(x) * x = 20x — 2x>

Erlds = 50 GE

E(z) = 20z — 2a?

p(x) = 20\— 2z

55
50
Zur Bestimmung des maximalen Erl6ses miissen wir maxmal;r
das Maximum der Erlésfunktion berechnen.
40
Schritt 1: E'(x) =20 —4x & E'"(x) = —4
35
Schritt 2: E'(x) =0 ©20—4x =0 ©x =5 a5
Schritt 3: E"(5) —4 <0 » MAXIMUM 25
Schritt 4: Erlos E(5) = 50 GE, Preis bei 5 Stlck: 206
p(5) = 10 GE/ME -
10
Antwort: Werden 5 ME produziert, so kann der
groBRtmaogliche Erlés mit 50 GE erzielt werden. Der s
Preis pro ME betrédgt 10 GE. 7 o
-5

THEORIE: Kosten- und Preistheorie
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Stiickzahl beim maximalen Erlos = 56 ME
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35

Bsp. 17) Ein FuRballverein méchte im Sommer ein Fulballcamp fiir Kinder veranstalten. Laut einer
Umfrage wiirde das FuRballcamp bei einem Preis von 170 € von 90 Kindern, sowie bei einem
Preis von 150 € von 110 Kindern gebucht werden.

Stelle die Funktionsgleichung der zugehérigen linearen Preisfunktion der Nachfrage p(x) auf.

Bsp. 18) Die Preisfunktion p fir ein fiinftagiges Abenteuercamp ist erhoben worden:

p(x) = —3x + 450

x ... Anzahl der teilnehmenden Personen

- p(x) ... Preis bei x Personen in € pro Person

a. Berechne denjenigen Preis pro Person, der bei (i) 50, (ii) 75 bzw. (iii) 100 teilnehmenden

Personen zu erwarten ist.

b. Gib den Hochstpreis an.

c. Bestimme die Sattigungsmenge an. Interpretiere den Wert im gegebenen Kontext.

d. Ermittle die Erlésfunktion E(x) und berechne mit Hilfe der Differentialrechnung den
maximalen Erlds. Bei wie vielen Personen ist der maximale Erl6s zu erwarten?

Bsp. 19) Ein Restaurant mdchte ein All-You-Can-Eat Buffet einfiihren. In einer Befragung haben die
Personen angegeben, welchen Preis sie fiir das Buffet bezahlen wiirden. Das Ergebnis der Umfrage
liefert folgende Preisfunktion der Nachfrage p(x):

\ .\.; ,;‘\,:‘;;. :"\v’i\n./ A

X

10 20 30 40 50 60

THEORIE: Kosten- und Preistheorie

70

p(x) = —0,5x + 30

X ... Anzahl der Personen, die zum Essen kommen
wirden
p(x)... Preis fir das Buffet bei x Personen in € pro
Person

A 2o _ 22
a. Zeichne die Preisfunktion in das L == 5= 4D~ D

Koordinatensystem ein.

b. Bestimme graphisch die Sattigungsmenge
und den Hochstpreis. Gib die Werte an und markiere
sie in deiner Graphik.

c. Bestimme die zugehdrige Erlosfunktion E (x).
Ermittle den maximalen ErlGs. Bei wie vielen
Personen wird der maximale Erlds erzielt?

E(;<7 = - (-)/ SK\Z’T‘QOX . .
> C')=—> +320 & ”G«) ‘:”/(<U\/

, i‘/ﬂ" E /(\) O Cﬁ) A‘-




2.3 Grenzerldsfunktion E' (x):

E'(x) gibt die ungefihre Erhéhung des Erléses an, wenn bei x Stiick eine weitere Mengeneinheit
produziert wird!

o E(2)=12GE/ME
Wird bei 2 Stlick eine weitere Mengeneinheit produziert, steigt der Gesamterlés um ca. 12 GE.

N

50

40

E(z) = 20z — 22
30

20

10
E'(z) =20 — 2z o

-1 0/ 1 2 3 4 5 7 8 9 10 117
-10

=20

Bsp. 20) Gegeben ist die Erlésfunktion E(x) = —0,5x2 + 10x, die den Erlés in GE bei x verkauften ME
angibt.

a. Bestimme den Erlos bei 10 verkauften ME.
b. Bestimme den Grenzerlos fir x = 20 ME. Interpretiere den Wert im gegebenen Kontext.

c. Interpretiere folgenden Term im gegebenen Sachzusammenhang: E'(7)

Integral der Grenzerldsfunktion E‘(x):

i Unbestimmtes Integral:

Das unbestimmte Integral der Grenzerlgsfunktion E'(x) liefert die Erldsfunktion E (x).
Beispiel: E‘(x) = 2x + 3, Fixkosten = 10 GE

Gesucht: Erlsfunktion E (x)
E(x)=fE'(x)dx=f(2x+3)dx=x2+3x+c

Wichtig: Bei der Erldsfunktion spielen die Fixkosten keine Rolle, d.h. sie werden nicht beriicksichtigt
und die Integrationskonstante ist 0, da bei 0 Stlick auch kein Erl6s sein kann!

E(x) = x* + 3x

Bsp. 21) Gegeben sind jeweils eine Grenzerldsfunktion E’(x) und die Fixkosten. Ermittle die
Erlésfunktion K (x). '

2
a. E'(x)=—-2x+3 Fixkosten:20GE —» GCQ = x‘{; >

b. E'(x)=7 Fixkosten:100GE = (= (=) y?x
c. E'(x)=-0,05x+15 Fixkosten: 800 GE _—, G(\) — O,Oé’EZ_,{‘* 'y/"_():\*
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ii. Bestimmtes Integral:

Das bestimmte Integral (bzw. die Fldche unter der Grenzerldsfunktion) entspricht dem Erlds bei dieser
Stlickzahl! (Integral des Grenzerlds = Erlsfunktion)

Beispiel: Gegeben ist die Grenzerlésfunktion E'(x) = 20 — 4x. Berechne den Erlds, der bei 4 Stiick anfillt.

N

20

4 4
.5 LE(x)dx=f0(20—4x)dx

10

Erlos = 48 GE 0

1 2 3

4
X
[ZOx _ 4—] = [20x — 2:%]
X,

-10

=5 80—-32—-(0—0)=48GE

-10

Bsp. 22) Gegeben ist eine Grenzerldsfunktion E‘(x). Die zugehorige Erlosfunktion E(x) gibt den Erlds in GE bei
x verkauften ME an.

a. Stelle eine Funktionsgleichung von E‘(x) auf.
Bestimme die Funktionsgleichung der zugehérigen
Erldsfunktion von E (x).

b. In der Graphik ist eine Flache griin markiert. Gib
das bestimmte Integral an, mit der du den Inhalt der
Flache berechnen kannst. Berechne.

c. Gibt es noch eine weitere Moglichkeit, die griine
Flache (ohne Integral) zu berechnen? Berechne den

Flacheninhalt und interpretiere den Wert im gegebenen
Sachzusammenhang.

d. Interpretiere die Bedeutung der Nullstelle von E‘ in
Bezug auf die zugehdrige Erldsfunktion E im gegebenen
Sachzusammenhang.

THEORIE: Kosten- und Preistheorie Seite 17 von 23



3. Gewinnfunktion G(x)

3.1 Die Gewinnfunktion G(x)

Die Gewinnfunktion G(x) ergibt sich aus dem Erlés und den Kosten:

G(x) = E(x) — K(x)

G (x) gibt den Gewinn bzw. Verlust bei x produzierten & verkauften Stiick an!

60
50
40
30

20

10
Maximaler
Gewinn

= G(x) > 0 — Gewinn (Erlds > Kosten)
#  G(x) =0 — weder Gewinn noch Verlust (Erlds = Kosten)
" G(x) <0 - Verlust (Kosten > Erlés)

'GE

BEP;

BEP,

-1 0

-10

=20

Verlustzone

X1

Gewinnzone

Verlustzone
\

Begriffe:

- Verlustzone: Bereich/é, in denen Verlust
erzielt wird: G(x) < 0

- Gewinnzone: jenes Intervall bzw. Bereich,
in dem Gewinn erzielt wird: G(x) > 0

- Der break-even-point 1 ist jener Punkt,
bei dem der Gewinn das erste Mal nicht
mehr negativ ist (=1. Nullstelle der
Gewinnfunktion). Generell gilt bei einem
break-even-point, dass weder Gewinn
noch Verlust erwirtschaftet wird (Erlos =
Kosten). Bei dieser Veranschaulichung gibt
es zwei Punkte: BEP; und BEP,.

Berechnung der break-even-points:
G(x) = 0oder E(x) = K(x)

- Die Gewinngrenzen x; und x, sind jene Stellen, an denen der Gewinn 0 ist (Stellen des Break-Even-
Points). x; nennt man di untere bzw. x, die obere Gewinngrenze. Die beiden Gewinngrenzen sind die

Grenzen flir die Gewinnzone. Es gilt fiir die Gewinnzone: (x1; x5)

Berechnung der Gewinngrenzen: G(x) = 0

- Das Gewinnmaximum G, wird mithilfe des Hochpunktes der Gewinnfunktion bestimmt.

Maximum = Extremum -> 1. Ableitung gleich 0

G'(x) = 0 = Xpax ... StUckzahl in ME, bei der der maximale Gewinn auftritt.

Einsetzen in die Gewinnfunktion, um den maximalen Gewinn zu erhalten:

Maximaler Gewinn = G (X;,4x)

THEORIE: Kosten- und Preistheorie
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Musterbeispiel: Gegeben sind folgende Funktionen:
K(x) =05x3—39x%+12x +18 und E(x)=10x

Aufgabenstellung: Ermittle die Gewinnfunktion G (x). Bestimme die Verlust- und Gewinnzonen, die
Gewinngrenzen, die break-even-points sowie den maximalen Gewinn.

1) G(x) = E(x) — K(x) = 10x — (0,5x3 — 3,9x% + 12x + 18) = —0,5x + 3,9x% — 2x — 18
2)G(x) =0 & —0,5x3+39x2—2x—18=0 < [x; = —1,74] ;x, = 3,31;x3 = 6,23
- Gewinngrenzen: x, = 3,31 & x, = 6,23
- Verlustzonen: [0; 3,31) und (6,23; +o0)

- Gewinnzone: (3,31; 6,23)

3) BEP1: K(3,31) = E(3,31) = 33,13 - BEP; = (3,31|33,13)
BEP2: K(6,23) = E(6,23) = 62,31 - BEP, = (6,23|62,31)

4) Ermittlung des maximalen Gewinns:
G'(x)=-15x24+78x—-2 » G'(x)=0 & x=493
Kontrolle, ob es sich um ein Maximum handelt: G (4,93) = —6,99 < 0 ... Maximum

Maximaler Gewinn: G(4,93) = 7,02 GE

/N
120
| Bsp. 23) Die Abbildung zeigt die Darstellung einer
100 K ‘ linearen Kostenfunktion und einer quadratischen
(X) 20 Erlosfunktion. 2 )
| — :m'l‘ = /(
80 s P V=72
g a. Gib die Funktionsgleichung der Kostenfunktion K an.
60
b. Begriinde, warum die zugehdrige Gewinnfunktion G (x)
40 eine quadratische Funktion sein muss.
20 E(X e c. Zeichne den Graphen der Gewinnfunktion im Intervall
1 /T N\ [0; 45] ein.
-10 0 10)‘ 20 e 30v d. Gib die break-even-points an. Erklare die Bedeutung
‘ ‘ dieser speziellen Punkte.
=20
e. Wie dndern sich die Gewinngrenzen, wenn die Fixkosten
-40 | v ‘ verringert werden?
-60 \ (> ) f.  Gib die beiden Gewinngrenzen an, wenn die Fixkosten
/ 5 1 Y auf40GE gesenkt werden. Ermittle graphisch!
=80 " ' ‘ . ~ - oy
d . geea= (A 20 ReP2=(3H 0
| ; D W —
-100 | WOSTEN = ERLOS ,
Ay KR+ gO o Do Gpunangguons ik Mo,
\ ( b

‘ ' : o —n— QU D

b, G ECA-U(<) Lo Loa —4 n= g3,
\ ) Tl — N = C\},u‘;ul[/\ "/ i , T —
QL'“&”C\ Pt - LIN . 5 — Q\\ XA ~ L(\\AL: P Ko (tc’ ‘ &
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Bsp. 24) Bei einer Fortbildung fallen fiir den Veranstalter Kosten an, die ndherungsweise mit Hilfe
folgender Kostenfunktion bestimmt werden kénnen:

K(x) = 0,02x? + 40x + 3800

- X..Anzahl der teilnehmenden Personen
- K(x) .. Gesamtkosten in €, die bei x Personen fiir den Veranstalter anfallen

Der Preis fiir die Fortbildung betrdgt 130 € pro Person.
a. Wie hoch sind die Fixkosten flir den Veranstalter?
b. Bestimme die Erlésfunktion E (x).

c. Stelle die Gewinnfunktion G (x) auf.

d. Berechne, bei welcher Teilnehmerzahl der break-even-point erreicht wird.
(> Cws«mw ( /12 4 g
ECD-4Ox eodors - C0; A2 % ()
‘ -(4(4 @7

(4

50

yt/\' . . .
Bsp. 25) Die Graphen einer Kostenfunktion,

Erlésfunktion und Gewinnfunktion sind im

Koordinatensystem dargstellt.

a. Beschrifte die drei Graphen.
b. Bestimme die Gleichung der Erlsfunktion E (x).

c. Bestimme die Gewinngrenzen und die Verlust-

g Do G4NME

4
und Gewinnzonen. e, 5%
2 A|ZHL

d. Bestimme die break-even-points.

e. Bestimme graphisch den maximalen Gewinn.

\
s . QCGE

\

Bsp. 26) Fiir eine quadratische Gewinnfunktion G gilt: G(x) = ax? + bx + ¢

X ... Anzahl der verkauften Stlick in ME
G(x) ... Gewinn bei x verkauften Stiick in GE

a. Bestimme allgemein die Extremstelle der Gewinnfunktion.

b. Welche Bedingung muss fiir den Parameter a gelten, dass ein Maximum an der in Teil a)
bestimmten Extremstelle vorliegt.

THEORIE: Kosten- und Preistheorie Seite 20 von 23



Bsp. 27) In einem Zoo mdchten die Besitzer eine
Jahreskarte anbieten. In einer Befragung haben die
Besucherlnnen angegeben, welchen Preis sie fir die
Jahreskarte bezahlen wiirden. Das Ergebnis der Umfrage
liefert folgende Preisfunktion der Nachfrage p(x):

100

80

p(x) = —0,1x + 100

60
- X... Anzahl der Personen, die eine Jahreskarte kaufen

- p(x)... Preis flr die Jahreskarte bei x Personen in € pro

40 Person

£

' a. Zeichne die Preisfunktion in das Koordinatensystem

-

eir'i.‘I)Sestimme graphisch die Sattigungsmenge und den

20

X, Hochstpreis. Gib die Werte an und markiere sie in deiner

0 200 400 600 800 1000 1200 Graphik.

b. Stelle die Gleichung der zugehdrigen Erldsfunktion auf. Bestimme den Scheitelpunkt der
Erlosfunktion. Interpretiere die beiden Koordinaten im gegebenen Kontext.

c. Die taglichen Kosten, die fiir die Veranstalter anfallen, lassen sich durch folgende Funktion K
beschreiben:

K(x) = 0,05x2 + 13x + 5000

- Berechne die breakt-even-points und gib die Gewinn- bzw. Verlustzonen an.
- Berechne die Hohe des maximalen Gewinns.

- Begriinde: Hangt die Stelle vom maximalen Gewinn von den Fixkosten ab?

Bsp. 28) Gegeben ist eine Gewinnfunktion G (x) im Intervall [0; 70]. Die Fixkosten steigen um 20 GE
an. Die variablen Kosten und der Erlds bleiben gleich. Die Funktion G, (x) soll die Gewinnfunktion
unter diesen verdnderten Bedingungen angeben (Fixkostenanstieg um 20 GE).

a. Zeichne in die Abbildung der Graphen der neuen Gewinnfunktion G, (x) ein.
: \
b. Verdndern sich die Gewinn- bzw. Verlustzonen? Gib deine Erkenntnisse an. ~) \A
,’/—“‘
501G(x) in GE

40

‘7 W’am /U.awuk QQ/.\:\/\
QJIQAMJ)\'MQJ") \\7{;/}/&}}‘/\
(5 g

30

20

10

2053035404550‘\56060
W *\

N\
\

k1

\ %
\

e

-5 0
-10

=20

~309

-40

=50

-60

=70
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Bsp. 29) Eine Gewinnfunktion fiir ein Produkt ist gegeben durch:

G(x) = —0,027x% — 0,12x? + 11,8x — 130

X ... Anzahl der verkauften ME wﬁi“‘ :/‘;L)Qg
p: =) v

- G(x) ... Gewinn in GE bei x verkauften ME
/I

a. Lies aus der Gleichung der Gewinnfunktion die Fixkosten fir die Herstellung des Produktes ab.

b. Wie dndert sich der Graph der Gewinnfunktion, wenn sich die Fixkosten verringern.

0. en

4 (B( \ AUSU u[ L& g ((.\,1/)\/_[\ \J XZ A (\«)ﬁ‘ NG

3.2 Cournot’scher Punkt: /(}( UWQUJ(QQJ,H 4

Sei X ax jENe Menge, bei der der Gewinn maximal ist und p(X,,,4,) der Preis bei dieser Menge. Dann
bezeichnet man x,,,,. als Cournot’sche Menge und den Punkt (X4 |P(X)nax ) den Cournot’schen
Punkt. Dieser liegt auf dem Graphen der Preisfunktion p.

Beispiel: Folgende Funktionen sind gegeben:
K(x)=05x2+x+100 und p(x)=-02x+20

Aufgabenstellung: Bestimme die Erlds- und Gewinnfunktion, den maximalen Gewinn und den
Cournot’schen Punkt.

1) E(x) = p(x) -x = —0,2x% + 20x
2)G(x) = E(x) — K(x) = —0,2x? + 20x — (0,5x% + x + 100) = —0,7x2 + 19x — 100
3) Maximaler Gewinn: ¢'(x) = —1,4x+19=0 & x = 13,57

Kontrolle, ob es sich um ein Maximum handelt: G’ (x) = —1,4 < 0 ... Maximum

Maximaler Gewinn: G(13,57) = 28,93 GE

4) Cournot’sche Menge xp4x = 13,57
Cournot’scher Punkt p(13,57) = 17,29% - P =(13,57|17,29)

350 GE

300
250
200
160

100

50| E(x)

Cournot'scher Punkt
G(xmax)fsZo--mmmmmmm == o == ry
p(x) — L ] o~ X(IVII:T
-4 =2 0 2 4 8 10 12_ 14 16 18 20 2 24 26
XMAX |
-50 G(x)
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Bsp. 30) Es sind jeweils eine Kostenfunktion und eine Preisfunktion gegeben. Bestimme die Erls- und
Gewinnfunktion, den maximalen Gewinn, die Cournot’sche Menge und den Cournot’schen Punkt.

S

K(x) = ¥0x + 100 K(x) = 3x2+0,5x + 100

p(x) = —0;2x + 10 p(x) = —0,1x + 50
L‘ik'«:r;

3.3 Grenzgewinnfunktion G‘(x)

G‘(x) gibt die ungefahre Erh6hung des Gewinns an, wenn bei x Stiick eine weitere Mengeneinheit
produziert wird!

{ GE . . .o . . . . . .
o G'(3)=8 g~ Wird bei 3 Stiick eine weitere Mengeneinheit produziert, steigt der

Gesamtgewinn um ca. 8 GE.

Integral der Grenzgewinnfunktion G‘(x):

i Unbestimmtes Integral:

Beispiel: G'(x) = 3x? + 6x + 3, Fixkosten = 20 GE
Gesucht: Gewinnfunktion G (x)
G(x) =fG’(x)dx=j(3x2+6x+3)dx=x3+3x2+3x—20
Wichtig: Bei der Gewinnfunktion wirken sich anfallende Fixkosten negativ aus. Diese erhéhen nicht
den Gewinn, sondern verringern ihn um diesen Betrag. D.h. die Fixkosten miissen abgezogen

werden!!!

ii. Bestimmtes Integral:

Das bestimmte Integral (bzw. die Flache unter der Grenzgewinnfunktion) entspricht dem
Gewinn/Verlust bei dieser Sttickzahl! (Integral des Grenzgewinns = Gewinnfunktion)

Bsp. 31) Gegeben sind jeweils eine Grenzfunktion K'(x), E'(x) oder G'(x) und die zugehérigen
Fixkosten.

Fragestellung 1: Bei welchem unbestimmten Integral spielen die Fixkosten eine Rolle? Was musst du
mit den Fixkosten bei K(x), E(x) bzw. G(x) machen?

Fragestellung 2: Ermittle die gesuchte Funktion.
a. E'(x)=—-4x+10 Fixkosten:20GE - gesucht: E(x)
b. K'(x) =7x Fixkosten: 1000GE - gesucht: K(x)
c. G'(x)=-05x+2 Fixkosten: 200 GE - gesucht: G(x)
d. E'(x) =-0,001x+30 Fixkosten: 80 GE - gesucht: E(x)
e. K'(x)=02x?—-0,1x+2 Fixkosten:350 GE - gesucht: K (x)

f. G'(x) =—-x*+x—3  Fixkosten: 1500 GE - gesucht: G(x)
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