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4.8 Bestimmtes Integral als Flacheninhalt

(1) Flacheninhalt zwischen x-Achse und Funktionsgraph

3
5 / (1) Bestimmtes Integral:
+0,78 +O,37/ 35
-+ 6.39 + f(x)dx =-0,59+0,78—-6,39+ 0,37 = —5,83
2 -1
50
=1
-2 (2) Flacheninhalt zwischen x-Achse und Funktionsgraph:
-3 A=059+0,78+ 6,39+ 0,37 = 8,13 E?
=4

Besitzt die Funktion ausschlieBlich positive Funktionswerte entspricht das bestimmte Integral dem tatsachlichen
Flacheninhalt.

Besitzt eine Funktion positive und negative
Funktionswerte, so kannst du den Flacheninhalt
folgendermalien berechnen:

Schritt 1: Mache dir eine Skizze des
Funktionsgraphen. Gesucht ist der Flacheninhalt im
Intervall [—3; 3] zwischen der x-Achse und dem
Funktionsgraphen. Berechne alle Nullstellen und
Uberlege dir die Intervalle, in denen die Funktion im
positiven bzw. negativen Bereich liegt.

flx) =x3 —4x

fx)=0-> x=-2;y=0;z=3

Es entstehen 4 Bereiche:
[—3; —2]: negativ
[—2; 0]: positiv
[0; 2]: negativ
[2; 3]: positiv

Schritt 2: Es missen alle Bereiche separat betrachtet
werden. Die negativen Bereiche missen zur
Berechnung des Flacheninhalts positiv gemacht
werden, sodass schlussendlich alle Flachen summiert

werden.
2 Optionen, um negative Bereiche positiv zu machen:
(1) Betragsstriche bei den negativen Bereichen:
-2 0 2 3
A(a; b) = j f(x) dx +f f(x)dx+ f f(x) dx +f f(x) dx = 20,5 E?
-3 -2 0 2

(2) Minus vor einem bestimmten Integral (negativer Funktionsbereich) setzen:

-2 0 2 3
A(a;b)=—f f(x)dx+f f(x)dx—f f(x)dx+f f(x) dx = 20,5 E?
-3 -2 0 2
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https://www.youtube.com/watch?v=pDeSYPrOHIM&list=PLlXxzjCQJaspOlabovbbvCRpzI4QL3jkt&index=14

Bsp. 1) Berechne den Inhalt jener Flache, der vom Graphen von f und der x-Achse im gegebenen

Intervall eingeschlossen wird. Mach dir eine Skizze.

a. f(x)=3x2-3 [-2;3] b. f(x)=2x+4 [-6;2]
c. f(x)=x3-9x [-5;4] d. f(x)=x*—4x* [-1;3]
e. fl=e"-2 [-3;5] f. f@=--1 [053]

Bsp. 2) Eine Funktion f ist gegeben. Bestimme den Parameter e so, dass der Graph von f

in [1; e] mit e > 1 den Flacheninhalt A mit der x-Achse einschlieRt.

a. f(x)=—x+3

A=10E?

b. f(x)=-3x%2+12

A =37 E?

c. f(x)=x3-3x2

A =270 E?

d. f(x)=—-4x+16

A =146 E*
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https://www.youtube.com/watch?v=6FRl8VDBHbY&list=PLlXxzjCQJaspOlabovbbvCRpzI4QL3jkt&index=15

Baumhaus * (A_116)

Eine Familie plant, ein Baumhaus aus Holz zu errichten. Der Baum dafir steht in einem

horizontalen Teil des Gartens.

b) Die Fenster des Baumhauses sollen eine spezielle Form haben (siehe grau markierte

Flache in der nachstehenden Abbildung).
T f(x) in cm

40 A

Xincm
AN

0 !
0 40

Die obere Begrenzungslinie des Fensters kann naherungsweise durch den Graphen der

Funktion f beschrieben werden.

f(x) =—0,003 - x® + 0,164 - x> - 2,25 - x + 40 mit 0 < x <40

X, f(x) ... Koordinaten in cm

1) Berechnen Sie, um wie viel Prozent die Fensterflache in der dargestellten Form kleiner
als die Fensterflache eines quadratischen Fensters mit der Seitenlange 40 cm ist.

Betonschutzwand (A_171)

Zur Sicherung von Baustellen auf den Straen werden verschiedene Betonschutzwéande einge-

setzt.

b) Die Abbildung 2 zeigt den Querschnitt einer anderen Betonschutzwand.

1
"W =7560"
X, h(x) ... Koordinaten in cm

B L 2

%6 a8 x3+5 xX>’mit0<x<68

— Berechnen Sie den Flacheninhalt der Querschnitts-
flache dieser Betonschutzwand.

Die Betonschutzwand hat eine Lange von 4 m

und eine Dichte von 2400 kg/m?®

(Masse = Dichte x Volumen).

— Berechnen Sie die Masse dieser Betonschutzwand
in Tonnen.
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Bordcomputer * (A_308)

Ein Bordcomputer hat 12 min lang die Geschwindigkeit eines PKW aufgezeichnet. Der Graph
der so ermittelten Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v ist im nachstehenden Diagramm
modellhaft dargestellt.

e T Gescﬁwindidkeit in km/miﬁ
2 ] %
1.5
.
0,5
0 >
0 2 4 6 8 10 12

Zeit in min

a) Der Flacheninhalt zwischen dem Graphen von v und der Zeitachse im Intervall
[8 min; 12 min] kann durch den Flacheninhalt eines Vierecks angenahert werden.
Die gekennzeichneten Gitterpunkte sind die Eckpunkte dieses Vierecks.

1) Berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Vierecks.

2) Interpretieren Sie diesen Flacheninhalt im gegebenen Sachzusammenhang. Geben Sie
dabei auch die zugehorige Einheit an.

Kleingartensiedlung * (A_318)

a) Ineinem Plan ist ein Grundstlck durch 3 gerade Seiten und durch den Graphen der
Funktion f begrenzt (siehe unten stehende Abbildung).

fx)=0,01 - x¥+001-x+16 mit 0<x<20

X, f() ... Koordinaten in m

Das Grundsttick sall so halbiert werden, dass 2 Kleingarten mit gleich groBem Flacheninhalt
entstehen.

Die Halbierung soll — wie in der nachstehenden Abbildung dargestellt — an der Stelle a erfolgen.

o
fix) inm
I
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1
]
1
1
i
iy [ /< xinm
0 1 >
0 a 20

1) Berechnen Sie die Stelle a.

BHS Teil A 4.8: Bestimmtes Integral als Flacheninhalt Seite 4 von 17



Gewitter * (A_071)

c) Wahrend eines Nachmittags, an dem es ein Gewitter gab, wurde die Verdnderung der
Temperatur ermittelt. Die Funktion T* beschreibt die momentane Anderungsrate der Tem-
peratur in Abhangigkeit von der Zeit t (sieshe nachstehende Abbildung).

Trmincch 1 Eooa o8 0 Ea ha

I
84 e e B e B s B L === +——-

t ... Zeit seit Beginn der Messung in h
T'(t) ... momentane Anderungsrate der Temperatur zur Zeit t in °C/h

Die Funktion T’ hat an der Stelle t, eine Nullstelle (siehe obige Abbildung).

1) Kreuzen Sie die zutreffende Aussage an. [1 aus 5]

Jede Stammfunktion von T hat an der
Stelle t, eine Maximumstelle.

Jede Stammfunktion von T” hat an der
Stelle t, eine Minimumstelle.

Jede Stammfunktion von T’ hat an der
Stelle & eine Nullstelle.

Jede Stammfunktion von T hat an der
Stelle t, eine Wendestelle.

Jede Stammfunktion von T’ hat an der
Stelle t, eine positive Steigung.

Ojo|jgo|d|d

Die absolute Temperaturénderung in einem Zeitintervall [£ ; £,] kann durch das Integral
[ri T'(t)ydt berechnet werden.

2) Bestimmen Sie mithilfe der obigen Abbildung n&herungsweise die absolute Temperatur-
anderung im Zeitintervall [1,25; 1,5].

BHS Teil A 4.8: Bestimmtes Integral als Flacheninhalt Seite 5 von 17



Kuehe auf der Weide * (A_141)

a) Inder nachstehenden Abbildung ist eine Weide modellhaft dargestellt. Die obere Begrenzungs-
linie kann mithilfe einer Funktion f beschrieben werden. Die anderen drei Begrenzungslinien
verlaufen geradlinig.

T fx)inm
W f Q = (320 100)
| ““ﬁ‘
I
|
|}~/ P=(20]60) :
: Weide :
| |
: : xinm
O T T T )
0 20 300 320

1) Erstellen Sie mithilfe von f eine Formel zur Berechnung des Flacheninhalts A dieser Weide.

A=

Fir die Funktion f gilt: f(x) =a - x> + b - x + 52

2) Erstellen Sie unter Verwendung der in der obigen Abbildung angegebenen Koordinaten
ein Gleichungssystem zur Berechnung der Koeffizienten a und b.

Leistung einer Solaranlage * (A_212)

b) Eine andere Solaranlage wird an einem bestimmten Tag von 7 Uhr bis 19 Uhr betrieben
und ihre Leistung durch die Funktion P beschrieben, wobei gilt:

P(t)=0,007 - t*-0,165 - t3+ 0,972 - t2 + 1,221 mit 0<t<12

t ... Zeit in Stunden (h), wobei t = 0 der Uhrzeit 7 Uhr entspricht
P(t) ... Leistung der Solaranlage zur Zeit t in kKW

Die in einem Zeitintervall von der Solaranlage gelieferte Energie wird mithilfe des Integrals
der Leistung in diesem Zeitintervall berechnet.

— Berechnen Sie die an diesem Tag von der Solaranlage gelieferte Energie.
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Minirampe (A_091)
Ein Unternehmen, das Skate-Parks errichtet, plant eine neue Minirampe.

b f(x) inm

F15m

Plateau

seitliches Profil R
24m ampe
seitliche

Abdeckung

Boden Abb. 1 Abb. 2

Das seitliche Profil der Rampe kann durch eine Parabel 2. Ordnung modelliert werden:
fix) =0,2-x2-2-x+4,95 mit 1,5<x<4,5

X ... waagrechte Entfernung von der Rickwand in Metern (m)
f(x) ... Hohe der Rampe in Metern (m) an der Stelle x

a) — Berechnen Sie den Inhalt der Querschnittsflache einer seitlichen Abdeckung.
Entnehmen Sie die dazu notwendigen Werte der Abbildung 1.

Sauna * (A_297)

In der kalten Jahreszeit besuchen viele Menschen regelmaBig eine Sauna.

b) Die Funktion s, deren Graph in der nachstehenden Abbildung dargestellt ist, beschreibt
die momentane SchweiBabsonderung eines Saunagasts zur Zeit t bei einem 15-minttigen

Saunagang.
N
s(t) in g/min
30 A
s —
20 -/
10 A
tin min
0 2 4 6 8 10 12 14 16

1) Erstellen Sie mithilfe der Funktion s eine Formel zur Berechnung des Inhalts A der grau
markierten Flache.

A=

2) Beschreiben Sie die Bedeutung von A im gegebenen Sachzusammenhang. Geben Sie
dabei die zugehdrige Einheit an.
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Scheunentor * (A_277)

Ein Scheunentor besteht aus 2 symmetrischen Fllgeln. Die Vorderseite des Scheunentors
(Rechteck mit einem aufgesetzten Bogen) ist in der nachstehenden Abbildung vereinfacht

dargestelit.
/— \

b) Fur ein anderes Scheunentor, dessen Fllgel jeweils 2,5 m breit sind, lasst sich der Bogen
néherungsweise durch den Graphen der quadratischen Funktion f beschreiben:

flx)=-0,08-x?+4

X ... Koordinate in m
f(x) ... HOhe des Scheunentors an der Stelle x in m

1) Berechnen Sie den Flacheninhalt der Vorderseite des Scheunentors.

Staudamm (1) * (B_441)

a) Ein Staudamm hat den unten — nicht maBstabgetreu — dargesteliten Querschnitt mit den
Punkten P, =(10|50) und P, = (20]0). Alle Angaben erfolgen in Metern. Der Verlauf zwi-
schen den Punkten P, und P, wird durch den Graphen der Funktion f beschrieben:

fix)=216,1-72,1 - In(x)

X, f(x) ... Koordinaten in Metern (m)

0 P,

1) Berechnen Sie den Inhalt der Querschnittsflache des Staudamms (graue Fléache).
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Skatepark (1) * (A_194_1)

Ein Skatepark ist ein speziell flr Skater/innen eingerichteter Bereich mit Startrampen und
verschiedenen Hindernissen, die befahren werden konnen.

c) Fur eine Halfpipe soll in einem Skatepark Material aufgeschttet werden. Ein Teil des Ver-
laufs der Halfpipe im Querschnitt lasst sich anndhernd durch die Funktion p beschreiben:

ol polill: |
p(x)—81 X mit -3<x<3
X ... horizontale Koordinate in Metern (m)
p(x) ... Hohe an der Stelle x in m
Die nachstehende Abbildung zeigt die Querschnittsflache der Halfpipe.

Totinm
im im

2m 2m
. 0 P / xinm\

-4 0 4

N

— Ermitteln Sie den Inhalt der schraffierten Querschnittsflache.

Werbedruck (A_173)
Eine GroBbank erteilt einer Druckerei den Auftrag, ihre Bankenlogos anzufertigen.

a) Das Logo wird auf quadratische Platten gedruckt. Die Begrenzungslinie des Logos wird
durch die Funktion f beschrieben.

A

ﬁ_‘f(x)indm
f(x)=%-x3—%-x2+%-

uadratische Platte
xX+4 9

e
o

X, f(x) ... Koordinaten in dm

5 A xin dm\

T 7

0 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11

— Berechnen Sie den Flacheninhalt der schraffierten Flache.
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Bahnsteige (2) * (B_451)

a) Auf dem Bahnhof Linz wird eine Beton-
konstruktion zur Uberdachung eines
Bahnsteigs verwendet.

—_—

P
& -~

Bildquelle: BMBWF

Die nebenstehende Abbildung zeigt eine
vereinfachte Darstellung der Beton-
konstruktion.

f
4 .
1) Erstellen Sie eine Formel zur
Berechnung des Inhalts Ader ~  f———-—------- 3

grau markierten Flache.

Bahnsteigdach

A=

I

I

I

I

I

I

I

I

l Bahnsteig xinm

I K 1 1 1! 1 ) % T 4 T ' | F

-4 -3 2 A 0o 1 2 3
-1

Gaschromatographie (B_328)

Gaschromatographie ist eine Analysemethode in der analytischen Chemie. Das daflr notwendige
Gerat nennt man Gaschromatograph.

c) Das Ergebnis einer Analyse mit dem Gaschromatographen Aq(x)
ist ein Chromatogramm — eine Grafik, die mehrere
Peaks (Gipfel) anzeigt. Die Flache unter einem Peak gibt
Aufschluss Uber die quantitative Zusammensetzung
der untersuchten Probe. Dabei wird der in der neben-
stehenden Skizze dargestellte Flacheninhalt A bestimmt.
Die Gerade g geht durch die Tiefpunkte R und S der
Funktion q.

— Dokumentieren Sie in Worten die Rechenschritte, die
notwendig sind, um den Flacheninhalt A bei gegebener
Funktion g zu bestimmen.
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(2) Flacheninhalt zwischen zwei Funktionsgraphen

SchlieRen zwei stetige Funktionen im Intervall [a; b] eine Flache ein, so kann der Inhalt
der eingeschlossenen Flache mit folgender Formel berechnet werden:

b b b
f £(x) dx — f 900 dx = f () — g0 dx

wobei der Graph von f die obere und der Graph von g die untere Begrenzungskurve sein muss. Es gilt: f(x) =
g(x) fur alle x aus dem Intervall [a; b].

rechte Grenze
f (obere Funktion — untere Funktion) dx
l

inke Grenze

4

@ == = e =

O

)]
g
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https://www.youtube.com/watch?v=DtOlhiwuFx0&list=PLlXxzjCQJaspOlabovbbvCRpzI4QL3jkt&index=16

Bemerkung 1:

Bei dieser Berechnung ist es egal, ob die Funktionen unterhalb der
x-Achse verlaufen, solange du stets ,obere Funktion MINUS untere
Funktion” rechnest.

b
f (2() — F(x))dx

Haben zwei Funktionsgraphen mehrere Teilflachen, so musst du alle Teilflachen einzeln berechnen und anschliefend
summieren. Uberlege dir stets, in welchen Intervallen die Funktionen oberhalb bzw. unterhalb sind.

(60— e
Jb

[ (60~ 1

e —m e —————

Q)
AP = ————

L

w

0 0.5 1 5 2 25 35 4 4.

(o

b
A= j lg(x) — FOl dx + j [F ) — g()] dx
a b

Bsp. 3) Gib mit den Funktionen f(x), g(x), h(x) eine Formel zur Berechnung der
markierten Flache an.
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L2/ 1 o 1/ 2 L N A
-2
2
—4
/f folg

Bsp. 4) Berechne den Flacheninhalt, der von den Graphen der Funktionen f und g begrenzt wird.

a. f(x)=x*-3x2+4, glx)=2x+4 b. f(x)=—-x, glx)=x3—-2x

BHS Teil A 4.8: Bestimmtes Integral als Flacheninhalt Seite 13 von 17




f)=x3+4x2+2, glx)=8—x

d f(x)=x3—4x, glx)=4—x2

Bsp. 5) Gegeben sind ein Graph einer Polynomfunktion f und der Graph einer ihrer Stammfunktionen F.
Der Graph von f und die positive x-Achse begrenzen im gegebenen Intervall ein endliches Flachenstiick.
Markiere und ermittle den Flacheninhalt dieses Flachenstucks.

[0;2]

60

50

(4164)
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Baeume * (A_299)

a) Die Form des Blattes einer Buche lasst sich in einem Koordinatensystem naherungsweise
durch die Flache zwischen dem Graphen der Funktion f und dem Graphen der Funktion g
beschreiben.

f(x) = 0,0047 - x*~0,2 - X2+ 1,28 - x mit 0 < x <X
gx) =-f(x)
X, f(x), g(x) ... Koordinaten in cm

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Funktion f dargestellt.

1 f(x), g(x) in cm

= | ™
i e

1) Zeichnen Sie in der obigen Abbildung den Graphen der Funktion g im Intervall [O; x|
ein.

2) Berechnen Sie die Nullstelle x,,.

3) Berechnen Sie gemaB diesem Modell den Flacheninhalt dieses Blattes.

Stand-up-Paddling (1) * (A_317)

Stand-up-Paddling ist eine Wassersportart, bei der man aufrecht auf einem Board steht und
paddelt.

a) In der nachstehenden Abbildung ist der Entwurf flr ein zweiférbiges Board in der Ansicht von
oben dargestellt.

9 xinm

-----------------

1) Stellen Sie mithilfe der Funktionen f und g eine Formel zur Berechnung des Inhalts A der
grau markierten Flache auf.

A=

Der Entwurf ist symmetrisch bezlglich der x-Achse.
Fur die Funktion f gilt:

fix) =-0,0125 - x> + 0,02 - x* + 0,07 - x + 0,2 mit 0<x<4

2) Berechnen Sie die maximale Breite b des Boards.
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Der Grazbach * (B_561)

Der Kroisbach und der Leonhardbach sind Béche in Graz, die nach ihrem Zusammenfluss den

Grazbach bilden.

¢) In der nachstehenden Abbildung ist ein Abschnitt des Kanals des Grazbachs in einem Ver-
messungsplan modellhaft dargestellt.

yinm

Ein Vermesser modelliert die Begrenzungslinien des Kanals im Intervall [-150; 15] mit den
Graphen der Funktionen fund g.

1) Stellen Sie eine Formel zur Berechnung des Inhalts A der in der obigen Abbildung grau
markierten Flache auf.

A=

Fir die Polynomfunktion 4. Grades fgilt: f(x) =a - x* + b - x> + ¢ - X*

Der Graph von f hat den Tiefpunkt T =(-92,2|-17,6) und schneidet die x-Achse an der
Stelle x =-133,5.

2) Erstellen Sie ein Gleichungssystem zur Berechnung der Koeffizienten a, b und c.

Die Funktion g ist ebenfalls eine Polynomfunktion 4. Grades.

3) Kreuzen Sie diejenige Aussage an, die auf die Funktion g im Intervall [-150; 15] zutrifft.
[1 aus 5]

g hat genau 2 Nullstellen.

g andert genau 1-mal das Monotonieverhalten.

g hat nur negative Funktionswerte.

g hat genau 1 lokale Extremstelle.

NN

g andert genau 1-mal das Krimmungsverhalten.
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Skulptur * (B_464)

Eine Skulptur wird von oben betrachtet. Die Deckflache ist waagrecht und eben. Sie ist in der
nachstehenden Abbildung in einem Koordinatensystem dargestelit. Dabei ist die Deckflache
symmetrisch zur y-Achse und wird durch die Graphen der Funktionen f, g, h und i begrenzt.

i Ayinc}n i | |
I I i I
S o .
I, \: l :
Y v NFog i I
________ ;..\!4_...4____4§_1__4___..|_..- =
i I I 7
| | | | /|
e
| | | \/ |
| | | |
o
| I [ I
LA
S | i
N | - | !
e L [ | xincm
T T T T —
-1 0 1 2 3 4

a) 1) Erstellen Sie eine Formel zur Berechnung des Flacheninhalts A der grau markierten
Deckflache.

A=

Snowboard (1) * (B_392)

Das Design fiir ein Freestyle-Snowboard sieht folgendermaBen aus:

b) Die geschwungene Farbflaiche des Snowboards wird durch die Graphen der Funktionen 7,
g und h sowie die x-Achse begrenzt:

o5 yinem
20
15
104
5_

O & 10 15 20 25 30 35 40 45 %0 % & & 70 75 80 85
Xxmncm

A=(22|0)

B =(27]0)

C=(52]16,5)

D = (60]17)

Im nachstehenden Ansatz zur Berechnung des Inhalts dieser grau markierten Flache
in cm? wurde eine Teilfldche nicht berticksichtigt.

A= j: f(x) dx A,= ,[:,2 [f(") = h(")] dx

— Kennzeichnen Sie in der obigen Grafik die fehlende Teilflache.
— Stellen Sie eine Formel zur Berechnung des Flacheninhalts A, dieser Teilflache auf.

A =

3
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