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FAS - Exponentialfunktionen

Bsp. 1) Gegeben ist ein Grundwert G. Gib an, um wie viel Prozent G insgesamt vergroflert bzw.

verkleinert wurde.

a. G wird um 20% vermehrt und anschlieBend um b. G wird zuerst zweimal um 0,9 % vermehrt, und
17% vermindert. anschlieRend dreimal um 1,2% vermindert.
¢. G wird zehn Mal um 2,4% vermehrt. d. G wird fiinf Mal um 3% vermindert & anschlieRend

funf Mal um 3% vermehrt.

1. Definition einer Exponentialfunktion

Eine reelle Funktion der Form f(x) = a- b* (a € R*,b € R")
nennt man Exponentialfunktion mit der Basis b.

oy o)
niegd ool 3
b L

Bei einer Exponentialfunktion steht die Variable im Exponenten!!!

f(x) =a-b*

Bei einer Exponentialfunktion setzen wir b > 0 voraus, da die Potenz b < 0 nicht immer definiert ist:

1
Beispiel: (—2)%° = (=2)z2 =v-2 < — negative Quadratwurzeln sind nicht definiert

Parameter a (=Schnittpunkt mit der y-Achse)

Der Parameter a gibt den Schnittpunkt mit der y-Achse an und ist somit der Funktionswert an der
Stelle x = 0, da folgender Zusammenhang gilt:

fO=a-b"=a-1=a

Parameter b (Annahme: a > 0) = Faktor mit dem f(x) multipliziert wird, wenn x um 1 erh6éht wird

= Istb > 1, soist der Graph streng monoton steigend. Je groRer b ist, desto starker steigt der Graph.

= Fir 0 < b < 1ist der Graph monoton fallend und ndhert sichimmer mehr der x-Achse.

= |stb = 1, so handelt es sich um eine konstante Funktion:
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http://snvbrwvobs2.snv.at/matura.wiki/index.php/Monotonie
https://www.youtube.com/watch?v=d4L4q1Pug2E&list=PLlXxzjCQJasqnLfZiAz3A0QgTjOiWY4ZO&index=1

2. Graph und Eigenschaften von einer Exponentialfunktion

Falll:a >0

Parameter a

f(0)=a
>
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0<b<1 b >
M A
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5
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3
f(x)=2-1,5"
1la=2
T o T 23 A s e e | Y e
-1
= fir0 < b < 1: streng monoton fallend = flr b > 1: streng monoton steigend
= Alle Graphen gehen durch den Punkt (0]a). = Alle Graphen gehen durch den Punkt (0|a).
=  Fir a > 0sind alle Funktionswerte positiv. Die x- =  Fir a > 0sind alle Funktionswerte positiv. Die x-
Achse wird nie erreicht, fur x - + oo streben die Achse wird nie erreicht, fir x - — oo streben die
Funktionswerte gegen 0. (x-Achse = Asymptote) Funktionswerte gegen 0. (x-Achse = Asymptote)
= Je kleiner b ist (zwischen 0 und 1), umso flacher = Je groRer der Parameter b (b > 1) ist, umso
verlauft der Graph. schneller steigt der Graph (exponentiell!).

Die Graphen der Funktionen f; und f, mit

X

A1) = b*und £, = )

liegen symmetrisch bezlglich der y-Achse.
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Fall2:a <0

Ist der Parameter a negativ, so wird der Graph an der x-Achse gespiegelt und die die Funktionswerte
werden allesamt negativ. Das Monotonieverhalten dreht sich um:

= fiir0 < b < 1: streng monoton steigend
= fur b > 1: streng monoton fallend

N
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0| 1 2 3 4 s 6 7

Parameter a
f(0)=a

Spezialfall: b = 1 (konstante Funktion!)

Ist b = 1, so ist der Graph konstant und schneidet die y-Achse beim Wert des Parameters a.

N
3
2
| f(x) =2-1%
>
-5 -4 =3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1

2| f(z) =317
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3. Graphische Ermittlung der Parameter a und b

= Parameter a: Funktionswert an der Stelle x = 0 (=Abschnitt auf der y-Achse)
* Parameter b: Es gilt: f(1) = a- b! = a - b. Durch Umformen folgt daraus:

Bemerkung 1: Bestimme zuerst den Parameter a (Abschnitt auf der y-Achse) ->
Bestimme anschlieRend den Funktionswert f (1) graphisch. Dividiere diesen Wert
f()=a-b durch den Parameter a, um den Wert von b zu erhalten! (= Variante 1)
f(l) Bemerkung 2: Ist die Funktionsgleichung f (x) = b* (a = 1), so entspricht der
b = Parameter b dem Funktionswert an der Stelle 1, es gilt:
a
f)  f(@)
b = — = 1
=== ()
N
10
8
f() 8 _
6 b="1L—="—2
a 4
f(1)=8
a:
2 X
f(x) =4-2
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 1

\ Bo
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https://www.youtube.com/watch?v=q_ygSK0eves&list=PLlXxzjCQJasqnLfZiAz3A0QgTjOiWY4ZO&index=2
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Parameter von Exponentialfunktionen* - 1_482, FA5.3, Liickentext

Die nachstehende Abbildung zeigt die Graphen zweier Exponentialfunktionen f und g mit
den Funktionsgleichungen f(x)=c -a* und g{x) =d - b* mit a,b,c,d € R".

/
——

Erganzen Sie die Textllicken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satz-
teile so, dass eine korrekte Aussage entsteht!

Fur die Parameter a, b, ¢, d der beiden gegebenen Exponentialfunktionen gelten die Bezie-

hungen ® und ®
® ©)
c<d L] a<b L]
c=d ] a=>b []
c>d [] a>b L]
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Exponentialfunktion* - 1_435, FA5.1, Offenes Antwortformat

Gegeben ist der Graph einer Exponentialfunktion f mit f(x) =a - b* mit a, b € R* durch
die Punkte P = (0|25) und Q = (1] 20).

A~

f(x)
30

25
20
15
104

5-

0 X

T 1 T T 1 T 1 1 T 1 Ll 1

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Geben Sie eine Funktionsgleichung der dargestellten Exponentialfunktion f an!

S
7

4. Eigenschaften einer Exponentialfunktion

Sei f eine Exponentialfunktion mit f(x) = a - b*, dann gilt:

- f(0)=a
p =L@

Video

. f(x+a1)=f(x)-b bzw. f(x+h) = f(x)-b"

Wird das Argument um 1 vergréfSert, so dndert sich der Funktionswert mit dem Faktor b.

Wird das Argument um 2 vergréfSert, so dndert sich der Funktionswert mit dem Faktor b2

Wird das Argument um h vergréfiert, so dndert sich der Funktionswert mit dem Faktor b".

=  Wird das Argument um 1 erhoht, dann wachst / féllt £ (x) mit einem gleichen Prozentsatz p.
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Fall 1: Exponentielles Wachstum: b > 1 (Annahme: a > 0)

Exponentielles Wachstum beschreibt
Anderungsprozesse, bei denen sich ein Wert in

S

™
&0 gleichen (zeitlichen) Abstanden immer um
denselben Faktor dndert.
50 Da der Parameter b > 1 ist, steigen die
Funktionswerte immer schneller weiter an (da
40 sie immer mit dem Faktor b multipliziert
werden! Der Graph wird immer steiler!)
30 1 fx)=2-2%
b L x [ f
20 0 2
a>0, b>1 ] ; ‘8‘ g
10 :
b+1 3 16
-3 =2 -1 0 1 2 3
5 64 :
-10 6 128
7 256
8 512
Fall 2: Exponentielle Abnahme: 0 < b < 1 (Annahme: a > 0)
Exponentielle Abnahme (=Exponentieller Zerfall)
~ beschreibt Anderungsprozesse, bei denen sich
ein Wert in gleichen (zeitlichen) Abstanden
immer um denselben Faktor (0 < b < 1)
+1 andert.
Da der Parameter zwischen 0 und 1 liegt,
b werden die Funktionswerte immer kleiner (Die
a>0 0<b<1 Kurve flacht immer weiter ab!)
’ f(x) =8-0,5*
+1
x | feo |
5 | o | =
+1 1 4
b +1 2 2
n +1 3 1 — b
——— = 4 0,5
2 3 4 5 6 5
6

Bsp. 3) Gegeben ist eine Exponentialfunktion. Mit welchem Faktor wachst bzw. fallt f(x), wenn man
das Argument um (i) 1, (ii) 3, (iii) 10 erh6ht? Um viel Prozent dndert sich der Funktionswert?

f(x)=3-1,2%

f(x) =0,45*%

FA5 Exponentialfunktion
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F(x) =2-1,06

f(x) = 0,001 - 0,95

Eigenschaften einer Exponentialfunktion* - 1_459, FA5.4, 2 aus 5

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 50 - 1,97

Kreuzen Sie die beiden auf f zutreffenden Aussagen an.

Der Graph der Funktion f verlauft durch den Punkt P = (50|0).

Die Funktion f ist im Intervall [O; 5] streng monoton steigend.

krimmt).

Die Funktion fist im Intervall [0; 5] rechtsgekrimmt (negativ ge-

Wenn man den Wert des Arguments x um 5 vergroBert, wird der
Funktionswert 50-mal so grof3.

Wenn man den Wert des Arguments x um 1 vergréBert, wird der
zugehorige Funktionswert um 97 % groBer.

oo |o|gd|d

Exponentialfunktion* - 1_339, FA5.4,2 aus 5

Eine reelle Funktion f mit der Gleichung f(x) = ¢ - a* ist eine Exponentialfunktion, flr deren

reelle Parameter c undagilt: ¢ # 0,a > 1.
Kreuzen Sie die beiden Aussagen an, die auf diese Exponentialfunktion f und alle Werte

k,he R, k>1 zutreffen!

FA5 Exponentialfunktion

flk - x)=k-f(x)
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2
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Funktion mit einer besonderen Eigenschaft* - 1_720, FA5.4, Halboffenes Antwortformat

Fur eine nicht konstante Funktion f: R — R dilt fir alle x € R die Beziehung

fix+1)=3-f(x).

Geben Sie eine Gleichung einer solchen Funktion f an.

f(x) =

5. Aufstellen der Exponentialfunktion bei zwei gegebenen Punkten

Video

Sind zwei beliebige Punkte von einer Exponentialfunktion gegeben, so kannst die

Funktionsgleichung durch folgende zwei Schritte bestimmen:

Schritt 1: Bestimmung des Parameters b durch

folgende Eigenschaft einer Exponentialfunktion:

fl+h) =fC)-b"

Diese Eigenschaft muss man auf b umformen:

_rlf(x+h)
™

A= (-1]1),B = (4|32)

f-D=1
F(4) =32

Die Argumente wurden um
den Wert 5 erhoht:

f@® =f(-1)-b°

p—1
s[r@ sl
b‘Jﬂ—n‘Jj‘z

f(x) =a-2%

A= (-2]12),B = (1]1,5)

f(=2)=12
f()=15

Die Argumente wurden um
den Wert 3 erhoht:

f() =f(=2)-b°

=
_e| ) s[5
”—w/m—g—"'s

f(x) =a-0,5*%

Schritt 2: Setze einen der beiden Punkte in die
Funktionsgleichung ein, um die Variable a
bestimmen zu konnen. Umformen der linearen
Gleichung!

= x-Koordinate des Punktes fir die Variable x
= y-Koordinate des Punktes fiir f(x)

f(x)=a-2%
A=(1D) - f(-1D) =1

1=a-271|:271
a=2

f(x)=2-2%

f(x) =a-0,5*%
B=(1]15) - f(1)=1,5

1,5=a-0,5%|:0,5
a=3

f(x)=3-05"

Bsp. 4) Bestimme die Funktionsgleichung der Exponentialfunktion aus zwei gegebenen Punkten.
- Gib anschlieBend den Funktionswert an der Stelle x = 7 an.
- Bei welcher Stelle erreicht die Funktion den Funktionswert f(x) = 100?

A = (=3|0,5),B = (464)

C = (-2/50), D = (2]0,005)

E = (2]300), F = (6|3 000 000)

FA5 Exponentialfunktion
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https://www.youtube.com/watch?v=GsoQ3y91QNo&list=PLlXxzjCQJasqnLfZiAz3A0QgTjOiWY4ZO&index=4

Bsp. 5) Gegeben sind drei Punkte. Kénnen diese drei Punkte auf einer Exponentialfunktion liegen?
Begriinde rechnerisch. Falls ja, gib die Gleichung der Exponentialfunktion an.

A= (1]6),B = (6/192), C = (9|1536) A= (-1/8),B = (310,5), C = (5/0,25)

Funktionsterm* - 1_841, FA5.1, Halboffenes Antwortformat
Von einer reellen Funktion f: R — R* ist Folgendes bekannt:

e f(1)=3
e FUr alle reellen Zahlen x gilt: f(x + 1) ist um 50 % groBer als f(x).

Geben Sie einen Funktionsterm einer solchen Funktion f an.

fx) =

Exponentialfunktion* - 1_575, FA5.1, Halboffenes Antwortformat

Von einer Exponentialfunktion f sind die folgenden Funktionswerte bekannt:

f(0)=12 und f(4) =192
Geben Sie eine Funktionsgleichung der Exponentialfunktion f an!

fix) =

Ausbreitung eines Olteppichs* - 1_483, FA5.1, Offenes Antwortformat

Der Flacheninhalt eines Olteppichs betragt momentan 1,5 km?2 und wéchst taglich um 5%.
Geben Sie an, nach wie vielen Tagen der Olteppich erstmals groBer als 2 km? ist!
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Dicke einer Bleiplatte* - 1_672, FA5.1, Offenes Antwortformat

In der Medizintechnik werden Rontgenstrahlen eingesetzt. Durch den Einbau von Blei-
platten in Schutzwanden sollen Personen vor diesen Strahlen geschitzt werden. Man geht
davon aus, dass pro 1 mm Dicke der Bleiplatte die Strahlungsintensitat um 5 % abnimmt.
Berechnen Sie die notwendige Dicke x (in mm) einer Bleiplatte, wenn die Strahlungs-
intensitat auf 10 % der urspringlichen Strahlungsintensitat, mit der die Strahlen auf die
Bleiplatte auftreffen, gesenkt werden soll!

Wachstum* - 1_340, FA5.2, Halboffenes Antwortformat

Die Funktion f beschreibt einen exponentiellen Wachstumsprozess der Form f(t) = ¢ - a'
in Abhangigkeit von der Zeit t.
Ermitteln Sie fur t = 2 und t = 3 die Werte der Funktion f!

t f(t)
0 400
1 600
2 f2)
3 3)

f(2) =

f(3) =

Exponentialfunktion* - 1_387, FAS5.3, Halboffenes Antwortformat

Von einer Exponentialfunktion f mit der Gleichung f(x) =25 - b*(b € R™; b = 0; b = 1) ist
folgende Eigenschaft bekannt:

Wenn x um 1 erhoht wird, sinkt der Funktionswert auf 25 % des Ausgangswertes.
Geben Sie den Wert des Parameters b an!

bi=
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6. Die natiirliche Exponentialfunktion

Vid
Erinnerung: f(x) = a- b* A0

Exponentialfunktionen kénnen eine beliebige, positive Basis besitzen. Die natirliche
Exponentialfunktion besitzt als Basis die Euler’sche Zahl e = 2,718 ... (irrational). Den griechischen
Buchstaben A ("Lambda") bendtigt man, sodass man die beiden Schreibweisen gleich setzen kann:

Natiirliche Exponentialfunktion: f(x) = a - e’*

Da der Parameter a und die Variable x bei beiden Darstellungen gleich sind, muss dies auch fir den
Parameter b bzw. e? gelten:

b =et
Um diese Exponentialgleichung |6sen zu kdnnen, wendet man den In auf beiden Seiten an:
Inb =Ine?
Inb=A'lne |lne=1
A=Inb

Annahme:a > 0

Die Exponentialfunktion ist streng monoton steigend, wenn b > 1 ist:

b>1 oder e*>1

Esgilt: e® =1
Sobald A > 0 ist, ist auch e* > 1

Die Exponentialfunktion f(x) = a - e** ist streng monoton steigend, wenn 1 > 0 ist.

Die Exponentialfunktion ist streng monoton fallend, wenn 0 < b < 1 ist:

0<b<1 oder 0<et<1

Esgilt:e® =1
Sobald A < 0ist, gilt: 0 < e? < 1

Die Exponentialfunktion f(x) = a - e** ist streng monoton fallend, wenn 1 < 0 ist.

Parameter a

f(0)=a A<0

-7 -6 -5 -4 =3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
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https://www.youtube.com/watch?v=v5Bp5smLDCQ&list=PLlXxzjCQJasqnLfZiAz3A0QgTjOiWY4ZO&index=5

Bsp. 6) Stelle die Exponentialfunktion f in der Form f(x) = a - b* dar.

f(x)=a-e 1?2 f(x)=a-e%8 f(x)=a-e3*
Bsp. 7) Stelle die Exponentialfunktion f in der Form f(x) = a - e** dar.
f(x) =a-0,6% f(x)=a-3* f(x)=a-22*

Bsp. 8) Stelle die Exponentialfunktion f in der Form f(x) = a - e** dar.

(%)

A Ko
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Bsp. 9) Die Exponentialfunktion f(x) = a - e** geht durch die Punkte (0]3) und (2]27). ; I
a. Bestimme die Parameter A und a. ﬁ E‘féﬂ :
b. Bei welchem Argument x betrdgt der Funktionswert 100? e ez
c. Wie lautet der Funktionswert bei der Stelle x = 77 E-II
. . . b
d. Stelle die Funktion in der Form f(x) = a - b* dar.
e. Um wie viel Prozent andert sich der Funktionswert, wenn das Argument um den Wert 1

erhoht wird?
f.  Um wie viel Prozent andert sich der Funktionswert, wenn das Argument um den Wert 3
erhoht wird?

Exponentialfunktion* - 1_648, FA5.3, Halboffenes Antwortformat

Fur eine Exponentialfunktion f mit f(x) =5 - e** gilt: f(x + 1) = 2 - f(x).
Geben Sie den Wert von A an!

A=
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http://snvbrwvobs2.snv.at/matura.wiki/index.php?title=Parameter&action=view
https://www.youtube.com/watch?v=NMMQ_5XWhzs&list=PLlXxzjCQJasqnLfZiAz3A0QgTjOiWY4ZO&index=6

Lineare und Exponentielle Wachstumsprozesse

In diesem Kapitel werden mathematische Funktionen (lineare und exponentielle Funktion)
erstellt, um damit in der Natur bzw. im Alltag vorkommende Wachstums- und
Zerfallsprozesse (z.B. Wachstum einer Bevélkerung, Zerfall eines radioaktiven Atoms,
Abnahme des Alkoholspiegels im Blut) zu beschreiben.

Video 1/5 Fiir die Berechnungen werden folgende Grundbegriffe verwendet:

> t... gibt den Zeitpunkt an (in Jahren, Stunden, Sekunden, etc. — steht in der Angabe)
» Ny = N(0) ... Anfangswert (Anzahl bzw. GréRe zum Zeitpunkt t = 0)
» N(t) ... Wert zum Zeitpunkt t

1. Lineares Wachstum & Lineare Abnahme:

Eine GroRe verandert sich linear, wenn sie in gleichen Zeitabstanden um denselben konstanten Wert
k wachst oder fallt. Die Funktionsgleichung entspricht der einer linearen Funktion y = kx + d:
N(t)=k-t+ N,
k > 0 : Lineares Wachstum k < 0 : Lineare Abnahme
N(t) N(t)
4 +k 4
1 RN
3 +K
1 3 1 +k
+K
2 1 2 1 "
N0 +k
7 1 vk
N(t) =k-t+ Ny ¢ N(t) =k-t+ Ny .
1 0 1 2 3 4 5 6 ) 1 P 3 4 5,
Wird die Zeit t um einen Zeitschritt vergroRert, so steigt bzw. fallt N(t) gerade um den Wert k.

BERMERKUNG

Es gibt IMMER zwei Moglichkeiten, um Berechnungen mit einer Funktionsgleichung durchzufiihren!

h(t) = —0,5-t + 10 beschreibt die H6he einer Kerze, die mit zunehmenden Abbrennen immer kleiner wird. Zu
Beginn ist die Kerze 10 cm hoch, da h(0) = 10 ist. Pro Minute wird die Kerze um 0,5 cm kleiner.

Moglichkeit 2: Funktionswert gegeben
-> zugehdrige/s Argument/e gesucht, bei denen der
Funktionswert eintritt (Wert statt f(x), N(t), ... einsetzen)

FUNKTIONSWERTE = Hohe der Kerze

Moglichkeit 1: Argument (,,x-Wert“) gegeben
-> zugehoriger Funktionswert gesucht (EINSETZEN!)

ARGUMENTE = Zeitpunkte (in diesem Beispiel) =  Wann erreicht die Kerze eine H6he von 3 cm?
= Wie hoch ist die Kerze nach 5 Minuten? Funktionswert h(t) = 3 -> Argument/Zeitpunkt gesucht!!!
Argument t = 5 -> zugehdriger Funktionswert h(5) gesucht h(t)=-05"t+ 10
h(5)=-05-5+10=-25+10=75cm =-05-t+10 |- 10
-7=-05-t |:(=0,5)
Ist ein Argument gegeben, so musst du dieses Argument 14 = t = nach 14 Minuten

in die Funktionsgleichung einsetzen, um den

L . Ist ein Funktionswert gegeben, so musst du diesen Wert
zugehorigen Funktionswert zu erhalten &

statt der Funktion f(x), N(t), ... einsetzen und die
entstehende Gleichung nach dem Argument auflésen. &
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https://www.youtube.com/watch?v=q811b4AY_J4&list=PLlXxzjCQJasr7c2V0W0cudnnvnIvY9B3j&index=2
https://www.youtube.com/watch?v=-xOk2wP3bPY&list=PLlXxzjCQJasr7c2V0W0cudnnvnIvY9B3j&index=1

Bsp. 1) Moritz hat ein Geburtsgewicht von 3000 g. Nach 3 Wochen hat er bereits 3900 g.

a.

oo T

Erstelle ein lineares Modell N(t) = k - t + N,, welches die Abhdngigkeit des Gewichts N vom
Alter nach t Wochen beschreibt.

Was bedeuten die Parameter k und N, in diesem Zusammenhang?

Moritz ist bei seiner Taufe 9 Wochen alt. Welches Gewicht hat er?

Wann erreicht Moritz ein Gewicht von 6,2 kg?

Stelle diesen Wachstumsprozess graphisch dar. Beschrifte die Achsen (inkl. Einheiten) und
wahle eine passende Definitions- und Wertemenge.

Bsp. 2) Ein Schwimmbecken wird mit Wasser gefillt. Am Anfang ist das Becken leer. Pro Minute
laufen nun 20 | Wasser in das Becken. Das Schwimmbecken fasst insgesamt 54.000 I.

a.

®m oo T

Erstelle ein lineares Modell N(t) = k - t + Ny, wobei N (t) das Wasservolumen in Litern nach
t Minuten beschreibt.

Wie viel Wasser befindet sich nach einer halben Stunde im Becken?

Nach wie vielen Minuten ist das Schwimmbecken zu 60% voll?

Nach welcher Zeit ist das Becken vollstandig mit Wasser gefillt?

Stelle diesen Wachstumsprozess graphisch dar. Beschrifte die Achsen (inkl. Einheiten) und
wahle eine passende Definitions- und Wertemenge.

Bsp. 3) Die Grundgeblihr eines Stromanbieters betrdgt 30,50 € monatlich. Dazu kommen 15,94 Cent
pro verbrauchter Kilowattstunde (kWh).

a.

Erstelle ein lineares Modell N(t) = k - t + N,, wobei N(t) die Gesamtkosten bei t
verbrauchten Kilowattstunden bezeichnet.

Erstelle eine Wertetabelle der anfallenden Kosten fiir 20, 30, 40, 50 kWh!

Ubertrage die Wertepaare der Tabelle in ein Koordinatensystem! Wihle geeignete Einheiten
und zeichne die lineare Funktion!

Wie viele Kilowattstunden darf man verbrauchen, wenn man pro Monaten maximal 50€
zahlen mochte?

Bsp. 4) Bei einem grolRen Schwimmteich ist am Boden bei der Teichfolie ein Loch entstanden.
Urspringlich waren im Schwimmteich 100 000 Liter Wasser. Pro Minuten rinnen nun 50 Liter Wasser

ab.

Erstelle ein lineares Modell N(t) = k - t + N,, wobei N(t) das Wasservolumen nach t
Minuten angibt.

Handelt es sich um ein lineares Wachstums- oder Abnahmemodell? Begriinde anhand der
Steigung k.

Nach wie vielen Minuten bzw. Stunden sind nur mehr 15% vom urspriinglichen
Wasservolumen im Badeteich?

Wie viele Liter Wasser sind nach 2 Stunden noch im Teich?

Wann ist der Teich komplett ausgeronnen?

Stelle diesen Wachstumsprozess graphisch dar. Wahle eine passende Skalierung der Achsen.
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2. Exponentielles Wachstum

Eine GroRe wachst exponentiell, wenn sie in gleichen Zeitabstdanden um denselben,

konstanten Faktor b > 1 wachst.

70

60

50

/]

'N(1)

N(t)zNo'bt:

N(t) = N, - e’t :

b>1
A>0

20

10

‘b +1
‘b +1

3+
LI |

+1

1 2 3

A4

4 5 6

UNTERSCHIED zu linearem Wachstum: Bei jedem Zeitschritt wird die GréfSe jeweils mit diesem Faktor b
multipliziert! Beim linearen Wachstum wurde bei jedem Zeitschritt der Wert k zur Gréf3e N(t) addiert /

subtrahiert.

Wie bei den Exponentialfunktionen gibt es auch hier zwei dquivalente Formeln:

N(t) :No'bt

N(t) = N, - e?t

b > 1 ... ist der Wachstumsfaktor und gibt an, mit welchem
Faktor sich die Population pro Zeiteinheit verandert. Da die

Population wachst, muss b > 1 sein.

Beispiel: b = 1,26 -> Die Population wéchst um den Faktor 1,26
-> Die Population vergréfert sich pro Zeiteinheit um 26%.

A>0..Wachstumskonstante
b =e?

A=Inb

Verdoppelungszeit

Die Verdoppelungszeit 7 ist die Zeit, in der sich eine Gr6Be verdoppelt hat. Insbesondere gilt:

N(t)=2"-N,
Die Verdoppelungszeit wird berechnet, indem man fir N(t) = einsetzt:
N(t) = N, - bt N(t) = N, - e™t
= No-b* | : Ny = No-e* | : N,
2=0b" |In 2=ceM |In
In2 =Inbt In2 =Ine?t
In2=t-Inb |[:Inb In2=7At-lne |lne=1
In2=A7At |: 1
In (2) ! |
T=+—"<
In (b) In (2)
T= 1
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http://snvbrwvobs2.snv.at/matura.wiki/index.php/Exponentialfunktionen(3.5.)
https://www.youtube.com/watch?v=72oaRgxTZwk&list=PLlXxzjCQJasr7c2V0W0cudnnvnIvY9B3j&index=3

3. Exponentielle Abnahme / Exponentieller Zerfall

Man spricht von einer exponentieller Abnahme bzw. von einem exponentiellen Zerfall, wenn
sich eine GroRe in gleichen Zeitabstanden immer um den gleichen Faktor verkleinert.

P N(t)=N,-bt: 0<bh<l1
‘b N({t)=Ny-e* : 1<0
6
4
2
-1 0
N(t) = N, - bt N(t) = N, - e?t

b... ist der Abnahmefaktor und gibt an, mit welchem Faktor sich
die Population pro Zeiteinheit verringert. Da die Population

abnimmt, muss 0 < b < 1 sein.

Beispiel: b= 0,64 -> Die Population verringert sich pro Zeiteinheit

um den Faktor 0,64 -> Die Population verringert sich pro
Zeiteinheitum 1 — 0,64 = 0,36 = 36 %

A<0..Zerfallskonstante
b =e?

A=Inb

Halbwertszeit

Die Halbwertszeit 7 ist die Zeit, in der sich eine GroRe halbiert. Insbesondere gilt:

Ny
N(T) = 7
Die Halbwertszeit wird berechnet, indem man fur N(t) = — einsetzt:
N(t) = N, - bt N(t) = N, - e?t
:No'btliNO :No'eltlzNO
1 = oM
bt | 05=ce | In
2 , In0,5 = Ine*t
In0,5=1Inb In0,5=At-lne |lne=1
In0,5=¢t-Inb |:Inb In0,5=A¢t |:2
_ In (0,5) In (0,5)
In (b) ="

Bemerkung: Die Halbwertszeit hangt nicht vom Anfangswert N, ab!!! (kiirzt sich weg!)
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https://www.youtube.com/watch?v=PaTsDoim1Eo&list=PLlXxzjCQJasr7c2V0W0cudnnvnIvY9B3j&index=4

Bemerkung:

=  Mochtest du z.B. berechnen, wann nur mehr 15% eines Stoffes vorhanden sind, so musst du
dhnlich zur Berechnung der Halbwertszeit fiir N(t) = 0,15 - N einsetzen:

N(t) :No'bt
0,15'N0 :No'bt |N0
0,15 = bt |In

In0,15 = In bt
In0,15=t-Inb |:Inb

B In (0,15)
 In(b)
= Allgemein: Sollen nur mehr p % eines Stoffes vorhanden sein, so berechnest du diese Zeit
mit:
b
._"n(3t0)
In (b)

Bsp. 5) Ein Kapital auf einem Sparbuch wéchst jahrlich um 6.5 % pro Jahr.

a. Bestimme die Funktionsgleichung, wenn zu Beginn € 100 auf dem Sparbuch liegen.
b. Ermittle die Verdoppelungszeit.
¢. Nach wie vielen Jahren liegen auf dem Sparbuch zum ersten Mal mindestens 1000 €?

Bsp. 6) Die GroRe einer Bakterienpopulation nach t Stunden kann mithilfe der Funktion

N(t) = N, - 1,14% angegeben werden.

Bestimme, um wie viel Prozent sich die Population pro Stunde vergréRert.

Berechne die Verdoppelungszeit.

Um wie viel Prozent hat sich die Bakterienpopulation nach finf Stunden vergrofRert?
Sei Ny = 1000. Nach welcher Zeit sind 1 000 000 Bakterien vorhanden?

a0 oo

Bsp. 7) Die Verdoppelungszeit eines exponentiellen Wachstumsprozesses der Form N(t) = N, - bt
betragt 17 Tage (t gibt die Tage an).

a. Berechne den Wachstumsfaktor b.

b. Bestimme die Zeit, wie lange es dauert, bis das 8-fache des Anfangswertes vorhanden ist.

Bsp. 8) Von einer bestimmten Menge eines radioaktiven Elements zerfallen stiindlich 4 %.

Stelle das Zerfallsgesetz in der Form N(t) = N, - at auf.

Bestimme die Halbwertszeit.

Bestimme zusétzlich noch das Zerfallsgesetz in der Form N(t) = N, - e’.
Nach wie vielen Stunden ist nur noch 1 % der Anfangsmenge vorhanden?
Um wie viel Prozent verringert sich Ny in den ersten sechs Stunden?

oo oo

Bsp. 9) Ein Patient erhalt 100 mg eines Wirkstoffs. Nach vier Stunden sind noch 42,5 mg im Kérper
vorhanden. Der Wirkstoff wird exponentiell vom Kérper abgebaut.

a. Gib das Zerfallsgesetz an und stelle es fiir die ersten zehn Stunden nach der Einnahme
graphisch dar.

b. Ermittle, wie viel mg des Wirkstoffes 13 Stunden nach der Einnahme noch vorhanden sind?

Wie lang dauert es, bis 97,5 % des Wirkstoffes vom Korper abgebaut werden?

d. Wie lange dauert es, bis die Hélfte des Wirkstoffes vom Kérper abgebaut wird?

o
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Bsp. 10) Die Tierpopulation der Polarwélfe hat sich in einem Resort in vier Jahren exponentiell von
190 auf 310 Tiere vergroRert.

®oo oo

Stelle das exponentielle Wachstumsgesetz auf.
Gib an, um wie viel % die Population jahrlich anwachst.

Ermittle die Verdoppelungszeit.

Wann hat sich die Tierpopulation vom Ausgangswert (190 Tiere) verachtfacht?

Wie lange dauert es, bis 710 Polarwolfe im Tierresort leben?

Bsp. 11) Von einem Stoff ist 12 Jahre nach Beginn der Messungen nur noch % der Anfangsmenge

nachweisbar. Gib die Halbwertszeit an.

Bsp. 12) Ein Atom hat eine Halbwertszeit von 1250 Jahren. Ermittle, nach welcher Zeit 25% des
Atoms zerfallen sind.

Bsp. 13) Der Holzbestand eines Waldes wurde 2010 auf 120 000 Kubikmeter geschatzt. Elf Jahre
spater ergab die Schatzung nur mehr 85 000 Kubikmeter. Es wird eine exponentielle Abnahme

angenommen.

o

Stelle ein Wachstumsgesetz fir den Holzbestand h mit h(t) = hq - bt und h(t) = hy - et in
Abhangigkeit von den seit 2010 vergangenen Jahren auf. (Bemerkung: Wahlte t = 0 fiir das
Jahr 2010)
Um wie viel Prozent sinkt der Holzbestand jahrlich?
In welchem Jahr ist nur mehr die Halfte des urspriinglichen Holzbestandes dar?
Ermittle die absolute Abnahme vom Jahr 2012 auf 2022.

Bsp. 14) Gegeben ist der Graph eines Abnahmeprozesses. Lies aus dem Graphen die Halbwertszeit

ab. Die Variable t ist in Stunden gegeben.
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Bsp. 15) Es ist ein radioaktives Element mit seiner Halbwertszeit gegeben. Stelle das Zerfallsgesetz fiir

dieses Element in der Form N(t) = N - bt und N(t) = N, - e** auf.

a.

Element 1: 8 Tage

b.

Element 2: 432 Jahre
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Bsp. 16) In einer Probe waren zu Beginn 1000 Bakterien enthalten. Nach drei Minuten waren es
bereits 3375 Bakterien.

a) Wie lautet die Gleichung der Exponentialfunktion B(t), wenn B(t) die Anzahl der Bakterien
nach t Minuten angibt.

b) Wie viele Bakterien sind es nach diesen Modell nach 10 Minuten?

¢) Wie lang dauert es, bis 1 000 000 Bakterien vorhanden sind?

Halbwertszeit des Wissens (b) - 2_093, FA5.1, Offenes Antwortformat

Das zu einem bestimmten Zeitpunkt erworbene Wissen verliert im Laufe der Zeit
aufgrund gesellschaftlicher Veranderungen, technologischer Neuerungen etc. an
Aktualitat und Gultigkeit (,Relevanz®). Die nachstehende Abbildung beschreibt die
Abnahme der Relevanz des Wissens in verschiedenen Fachbereichen. Fir jedes Jahr
wird angegeben, wie viel Prozent des urspriinglichen Wissens noch relevant sind.

1

Relevanz 100
des Wissens
in Prozent 90

8011

70

60

Schfulwi#senf

501

40
Hochschulwissen

30
D B e T s B e E e o ) Sy

10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23"
Zeit in Jahren

b) Die Relevanz von Technologiewissen nimmt mit einer Halbwertszeit von 3 Jahren
exponentiell ab.

1) Stellen Sie diejenige Exponentialfunktion auf, die die Relevanz des Technologie-
wissens in Abhangigkeit von der Zeit beschreibt.
c) Die Relevanz des Hochschulwissens lasst sich durch folgende Funktion N beschreiben:
N(t) = 100 - e-0.0693t

t... Zeit in Jahren
N(t) ... Relevanz des Hochschulwissens zur Zeit t in % des anfanglichen Hochschul-
wissens

1) Berechnen Sie, um wie viel Prozent die Relevanz des Hochschulwissens nach
7 Jahren bereits abgenommen hat.
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Sonnenaufgang (a) - 2_066, FA5.3 FA5.1, Offenes Antwortformat

a) Wahrend der Morgendammerung wird es kontinuierlich heller. Die Beleuchtungsstarke bei
klarem Himmel kann an einem bestimmten Ort in Abhangigkeit von der Zeit ndherungs-
weise durch folgende Exponentialfunktion £ beschrieben werden:

Et)=80-at mit -60<t<30

t ... Zeit in min, wobei t = O der Zeitpunkt des Sonnenaufgangs ist

E(t) ... Beleuchtungsstéarke zur Zeit t in Lux

a ... Parameter

1) Interpretieren Sie die Zahl 80 in der Funktionsgleichung von E im gegebenen Sach-
zusammenhang.

Die Beleuchtungsstérke verdoppelt sich alle 5 min.

2) Berechnen Sie den Parameter a.

Unter Wasser (b) - 2_079, FA1.4 FA5.1, Offenes Antwortformat

b) Die Abnahme der Beleuchtungsstéarke erfolgt unter Wasser exponentiell und kann nahe-
rungsweise durch die Funktion f beschrieben werden. Der Graph von f ist in der nach-
stehenden Abbildung dargestellt.

f(x) in Lux T
50 000+

40000+
300004

20000+

10 000+

0 T T T T T T T T T l T T T T T T T 7

0 2 4 6 8 1121416182022 24 26 28 30 32 34
Wassertiefe x in Metern

1) Lesen Sie aus der obigen Abbildung ab, in welcher Tiefe die Beleuchtungsstarke nur
mehr 10 % ihres Anfangswerts betragt.

2) Erstellen Sie eine Gleichung der Funktion f.

Wachstum von Holzbesténden (a) - 2_089, FA5.1, Offenes Antwortformat

a) Bauer Waldner weiB3, dass sich der Holzbestand seines Waldes um ca. 2,7 % pro Jahr
bezogen auf das jeweilige Vorjahr vermehrt. Zum Zeitpunkt t = O betragt der Holzbestand
36000 mé.

1) Stellen Sie eine Funktionsgleichung flr diejenige Funktion f auf, die den Holzbestand in
Abhangigkeit von der Zeit in Jahren angibt.
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Korperliche Leistungsfahigkeit* - 1_888, FA5.2, Offenes Antwortformat
Im Rahmen einer Studie wird jahrlich die kérperliche Leistungsfahigkeit bestimmter Personen
untersucht. Das Ergebnis wird in Punkten angegeben. Modellhaft wird angenommen, dass diese

Punktzahl mit zunehmendem Alter exponentiell abnimmt.

Lena ist eine dieser Personen. Von ihr sind folgende Daten bekannt:

Alter in Jahren 55 60
Punktzahl 1800 | 1650

Ermitteln Sie unter Verwendung eines exponentiellen Modells, ab welchem Alter Lena voraus-
sichtlich héchstens 1200 Punkte erreichen wird.

Medikament* - 1_864, FA5.2, Offenes Antwortformat

Der schmerzlindernde Wirkstoff eines Medikaments wird im Korper eines bestimmten Patienten
annahernd exponentiell abgebaut. Dabei nimmt die Wirkstoffmenge pro Stunde um 8 % ab.
Zum Zeitpunkt t = 0 betragt die Wirkstoffmenge 700 Mikrogramm.

Ermitteln Sie, nach welcher Zeit (in h) die Wirkstoffmenge im Kérper des Patienten auf
100 Mikrogramm gesunken ist.

Wirkstoff* - 1_696, FA5.2, Halboffenes Antwortformat

Die Abnahme der Menge des Wirkstoffs eines Medikaments im Blut lasst sich durch eine
Exponentialfunktion modellieren.

Nach einer Stunde sind 10 % der Anfangsmenge des Wirkstoffs abgebaut worden.
Berechnen Sie, welcher Prozentsatz der Anfangsmenge des Wirkstoffs nach insgesamt
vier Stunden noch im Blut vorhanden ist!

% der Anfangsmenge

Bienenbestand* - 1_507, FA5.5, Halboffenes Antwortformat

Wegen eines Umweltgifts nimmt der Bienenbestand eines Imkers taglich um einen fixen
Prozentsatz ab. Der Imker stellt fest, dass er innerhalb von 14 Tagen einen Bestandsverlust
von 50 % erlitten hat.

Berechnen Sie den taglichen relativen Bestandsverlust in Prozent!

taglicher relativer Bestandsverlust: %

Anzahl von Tieren* - 1_768, FA5.5, Halboffenes Antwortformat

Man nimmt an, dass sich die Anzahl der Tiere einer bestimmten Tierart auf der Erde um
1,8 % pro Jahr erhoht.

Bestimmen Sie diejenige Zeitdauer in Jahren, innerhalb der sich die Anzahl der Tiere dieser
Tierart auf der Erde verdoppelt.

Zeitdauer: ca. Jahre
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Dicke einer Bleischicht* - 1_576, FA5.5, Halboffenes Antwortformat

Die Intensitat elektromagnetischer Strahlung nimmt bei Durchdringung eines Korpers expo-
nentiell ab.

Die Halbwertsdicke eines Materials ist diejenige Dicke, nach deren Durchdringung die
Intensitat der Strahlung auf die Halfte gesunken ist. Die Halbwertsdicke von Blei liegt fur die
beobachtete Strahlung bei 0,4 cm.

Bestimmen Sie diejenige Dicke d, die eine Bleischicht haben muss, damit die Intensitat auf
12,5 % der urspringlichen Intensitat gesunken ist!

d= cm

Halbwertszeit von Cobalt-60* - 1_554, FA5.5, Offenes Antwortformat

Das radioaktive Isotop Cobalt-60 wird unter anderem zur Konservierung von Lebensmitteln
und in der Medizin verwendet.

Das Zerfallsgesetz firr Cobalt-60 lautet N(t) = N, - e'3'*'* mit t in Jahren; dabei bezeich-
net I, die vorhandene Menge des Isotops zum Zeitpunkt t =0 und N(t) die vorhandene
Menge zum Zeitpunkt t > 0.

Berechnen Sie die Halbwertszeit von Cobalt-60!

Halbwertszeit* - 1_1189, FAS.5, 2 aus §

Die Halbwertszeit einer bestimmten radioaktiven Substanz betragt T Jahre.
Die nach t Jahren vorhandene Menge der radioaktiven Substanz wird mit m(t) bezeichnet.
Es gilt: m(0) > 0.

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Gleichungen an. [2 aus 5]

m(T) =% - m() O
m@-T)=0 ]
m@-T)=£-m() O
ma-T=2-m7 | O
mE-T)=5-m@-T) | ]

Halbwertszeit* - 1_649, FA5.5, Offenes Antwortformat

Die Masse m(t) einer radioaktiven Substanz kann durch eine Exponentialfunktion m in Ab-
hangigkeit von der Zeit t beschrieben werden.

Zu Beginn einer Messung sind 100 mg der Substanz vorhanden, nach vier Stunden misst
man noch 75 mg dieser Substanz.

Bestimmen Sie die Halbwertszeit t,, dieser radioaktiven Substanz in Stunden!
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Halbwertszeit* - 1_792, FAS5.5, Halboffenes Antwortformat

Die Funktion f mit f(t) =80 - b* mit b € R* beschreibt die Masse f(t) einer radioaktiven
Substanz in Abhangigkeit von der Zeit t (t in h, f(f) in mg). Die Halbwertszeit der radioaktiven
Substanz betragt 4 h.

Eine Messung beginnt zum Zeitpunkt t = 0.

Berechnen Sie diejenige Masse (in mg) der radioaktiven Substanz, die nach den ersten

3 Halbwertszeiten vorhanden ist.

Halbwertszeit* - 1_816, FA5.5, Konstruktionsformat
Das radioaktive Isotop **’Cs (Casium) hat eine Halbwertszeit von etwa 30 Jahren.

Die Funktion f gibt in Abhangigkeit von der Zeit t an, wie viel Prozent der Ausgangsmenge
an '¥Cs noch vorhanden sind (t in Jahren, f{t) in % der Ausgangsmenge).
Die zum Zeitpunkt t = 0 vorhandene Menge an '*’Cs wird als Ausgangsmenge bezeichnet.

Zeichnen Sie im nachstehenden Koordinatensystem im Zeitintervall [0; 60] den Graphen
von f ein.

1Hit) in % der Ausgangsmenge
100 |
90 -+
80 -
70 4
60 -
50 -
40 +
30 -
20 A
10 4

tin Jahren

o L} T T L] L} T
0O 10 20 30 40 50 60

rd

Halbwertszeiten von Zerfallsprozessen* - 1_840, FA5.5, Halboffenes Antwortformat
Die drei Exponentialfunktionen N,, N, und N, beschreiben jeweils einen Zerfallsprozess mit
den zugehdrigen Halbwertszeiten T,, T, und T,,.

Nachstehend sind Ausschnitte der Graphen dieser drei Funktionen abgebildet.

[N, 1), N0, Nt

0

0 t
Ordnen Sie die Halbwertszeiten T,, T, und T, der GréBe nach. Beginnen Sie mit der
kirzesten Halbwertszeit.
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Halbwertszeit* - 1_865, FA5.5, Halboffenes Antwortformat

Die nachstehende Abbildung zeigt modellhaft die Entwicklung der Strahlungsintensitéat einer be-
stimmten radioaktiven Substanz in Abhangigkeit von der Zeit.

100 Strahlungsintensitat in %

90-
80-
704
60+
50+
40+
30-
20+
10

0

Zeit in Jahren

T
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 12

Geben Sie die Halbwertszeit T der Strahlungsintensitat dieser radioaktiven Substanz an.

T=

Jahre

Ordnen Sie den vier Graphen jeweils die entsprechende Halbwertszeit (aus A bis F) zu!

”~ M(f)

1Tag

2 Tage

3 Tage

5 Tage

10 Tage

M MO0 |®@| >

mehr als 10 Tage
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Technetium* - 1_411, FAS5.5, Offenes Antwortformat

Flr eine medizinische Untersuchung wird das radioaktive Isotop ggg Tc (Technetium)
kiinstlich hergestellt. Dieses Isotop hat eine Halbwertszeit von 6,01 Stunden.

Geben Sie an, wie lange es dauert, bis von einer bestimmten Ausgangsmenge Technetiums
nur noch ein Viertel vorhanden ist!

Halbwertszeiten* - 1_600, FA5.5, Zuordnungsformat
Die nachstehenden Abbildungen zeigen die Graphen von Exponentialfunktionen, die jeweils die

Abhangigkeit der Menge einer radioaktiven Substanz von der Zeit beschreiben.
Dabei gibt M(t) die Menge (in mg) zum Zeitpunkt ¢ (in Tagen) an.

Speichermedien* (c) - 2_108, FA5.2, Halboffenes Antwortformat

In den letzten Jahrzehnten wurden verschiedene Speichermedien, wie zum Beispiel Speicherkar-
ten, USB-Sticks oder DVDs, fur die Sicherung von Daten verwendet.

c) Ein beliebtes Speichermedium fir Filme ist die DVD.

Seit Anfang des 21. Jahrhunderts hat der durchschnittliche Preis flr Film-DVDs abgenom-
men, wie das nachstehende Diagramm zeigt.

N
[6)]

20,1

Ny
o

sl
o,

ks
o

fur eine Film-DVD in Euro
o

durchschnittlicher Preis

2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011
Jahr

Datenquelle: https://www.mkdiscpress.de/ratgeber/chronik-der-speichermedien/ [20.11.2019].

Der durchschnittliche Preis fir eine Film-DVD wird durch die Funktion P in Abhangigkeit von
der Zeit t modelliert.

Plt)=a-b +11 mit a,b € R’

t ... Zeit in Jahren mit t = 0 flr das Jahr 2002
P(t) ... durchschnittlicher Preis fur eine Film-DVD zur Zeit t in Euro

1) Ermitteln Sie a und b so, dass P fur die Jahre 2002 und 2011 den durchschnittlichen
Preis flr eine Film-DVD im jeweiligen Jahr laut obigem Diagramm ergibt.

a=

b=
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Video 5/5
4. Unterschied: Lineares und Exponentielles Wachstum

Es ist wichtig, die Unterschiede zwischen dem linearen und dem exponentiellen Wachstum
zu kennen. Aus diesem Grund vergleichen wir hier die beiden Wachstumsprozesse:

Lineares Wachstum Exponentielles Wachstum
Addition um konstante Zahl Multiplikation mit einem konstanten Faktor
Pro Zeitschritt: Immer +k Pro Zeitschritt: Immer - b
Graph ist eine Gerade Graph ist eine exponentielle Kurve
N(t) 70TN(1) /
4 +k 60
50
3 k] b
40
+k‘I
2 1 30 +1
N + -b
0 K 20
1 T
) t, b+1
-1 0 1 2 3 4 5 6 Tt t,
2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
Verdandert man das Argument um 1, dann verandert sich der Verandert man das Argument um 1, dann verdandert
Funktionswert um k: sich der Funktionswert um den Faktor b:
N(t+1) =N +k N(t+1)=N()-b
Verandert man das Argument um h, dann verandert sich der Verandert man das Argument um h, dann verandert
Funktionswert um h - k: sich der Funktionswert um den Faktor b":
N({t+h)=N{t)+h-k N(t+h) = N(t) - b"
N " N(t+h)-N(t) .
Die mittlere Anderung —————— ist stets konstant und _ ok N(t+h)
liefert immer die Steigung k. B N(t)

Bsp. 17) Ordne den Situationen das passende Wachstum zu und bestimme jeweils k bzw. b:

1. Der Umfang eines Baumes nimmt jahrlich um 7% zu:

2. Der Meeresspiegel steigt jahrlich um 1,05 cm:

3. Die Bevolkerung wachst jahrlich um den Faktor 1,02:

4. Der Stamm eines Baumes wird pro Jahr um 2 cm dicker:
5. Ein Kapital wird jahrlich mit 3 % p.a. verzinst.

6. Der Umsatz eines Betriebes sinkt jahrlich um 23 %.

Bsp. 18) Der Fahrrad-Bestand ist in Osterreich von 2 991 284 Fahrradern im Jahr 1990 auf 4 359 944
Fahrradern im Jahr 2009 gestiegen. Wahle t = 0 fiir das Jahr 1990.

a) Die Veranderung des Fahrrad-Bestandes soll durch eine lineare Funktion modelliert werden.
- Ermitteln Sie die mittlere Anderungsrate des Fahrrad-Bestandes pro Jahr fiir den Zeitraum

von 1990 bis 2009.
- Berechnen Sie, welcher PKW-Bestand im Jahr 2022 gemaR diesem Modell zu er warten ware.
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https://www.youtube.com/watch?v=ivAUPl-j_H4&list=PLlXxzjCQJasr7c2V0W0cudnnvnIvY9B3j&index=5

b) Die Verdanderung des Fahrrad-Bestandes soll durch eine Exponentialfunktion modelliert
werden.
- Stellen Sie eine Exponentialfunktion in Abhangigkeit von der Zeit t in Jahren auf, die diesen
Sachverhalt beschreibt.
- Berechnen Sie, welcher Fahrrad-Bestand im Jahr 2022 gemaR diesem Modell zu erwarten

ware.

Bsp. 19) In der Tabelle sieht man die Entwicklung der Einwohnerzahl einer Stadt. Beschreibe den
Wachstumsvorgang durch eine Funktion (t = 0 fir das Jahr 2012) und begriinde, warum du dich fir
dieses Modell entscheidest.

Jahr 2012 2014 2016 2018 2020
Einwohnerzahl 120000 173000 248500 358000 516000

Bsp. 20) In der Tabelle sieht man die Entwicklung der Einwohnerzahl einer Stadt. Beschreibe den
Wachstumsvorgang durch eine Funktion (t = 0 fur das Jahr 2012) und begriinde, warum du dich fur
dieses Modell entscheidest.

Jahr 2012 2014 2016 2018 2020
Einwohnerzahl 1 000 000 1210000 1420000 1630000 1840 000

Bsp. 21) In der Tabelle sieht man die Entwicklung der Einwohnerzahl einer Stadt. Beschreibe den
Wachstumsvorgang durch eine (1) lineare Funktion bzw. (2) Exponentialfunktion, indem die Daten
von 2009 und 2013 als Ausgangspunkte verwendet werden. Vergleiche die beiden Funktionen mit
den Daten aus den Jahren 2015 und 2020. Begriinde, welches Modell passender ware. Wahlet = 0
fiir das Jahr 2009.

Jahr 2009 2013 2015 2020
Einwohnerzahl 2 340 30 495 110 000 2 800 000

Bsp. 22) Osterreichs C0,-Emissionen betrugen 79 Millionen Tonnen im Jahr 1990. Im Jahr 2006
betrugen sie 91 Millionen Tonnen. Wahle t = 0 fiir das Jahr 1990.
a. Beschreibe die Entwicklung der C 0,-Emissionen durch ein lineares und exponentielles
Modell.
b. Stelle beide Modelle fiir den Zeitraum 2006-2040 grafisch dar und interpretiere die
Eigenschaften der einzelnen Modelle.

Bsp. 23) In einer geniigend groRen Nahrlosung befinden sich anfangs 50 Bakterien. Sie teilen sich so
schnell, dass sich ihre Anzahl alle 10 Minuten verdoppelt. Ab einer Anzahl von 10 000 000 Bakterien
verlangsamt sich die Anzahl der Teilungen, sodass pro Minuten 50 000 Bakterien neu gebildet
werden.

a. Erstelle ein passendes mathematisches Modell fiir die zeitliche Entwicklung der
Bakterienanzahl und verwende es, um festzustellen, wann die kritische Zahl von 10 000 000
Bakterien Uberschritten wird.
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b. Beschreibe die Entwicklung der Bakterienanzahl nach diesem Zeitpunkt durch ein neues
mathematisches Modell. Ermittle den Zeitpunkt, wann die Zahl von 12 000 000 Bakterien
Uberschritten werden.

Anderungsprozess* - 1_599, FA5.1,1 aus 6

Durch die Gleichung N(t) = 1,2 - 0,98' wird ein Anderungsprozess einer GréBe N in Ab-
hangigkeit von der Zeit t beschrieben.

Welcher der angefiihrten Anderungsprozesse kann durch die angegebene Gleichung be-
schrieben werden? Kreuzen Sie den zutreffenden Anderungsprozess an!

Von einer radioaktiven Substanz zerfallen pro Zeiteinheit 0,02 %
der am jeweiligen Tag vorhandenen Menge.

In ein Speicherbecken flieBen pro Zeiteinheit 0,02 m*® Wasser zu.

Vom Wirkstoff eines Medikaments werden pro Zeiteinheit 1,2 mg
abgebaut.

Die Einwohnerzahl eines Landes nimmt pro Zeiteinheit um 1,2 %
Zu.

Der Wert einer Immobilie steigt pro Zeiteinheit um 2 %.

oo g g|g

Pro Zeiteinheit nimmt die Temperatur eines Kérpers um 2 % ab.

Baumwachstum (a) - 2_010, FA5.1 FA5.2, Halboffenes Antwortformat Offenes Antwortformat

Die nachstehende Tabelle enthalt Messwerte des Umfangs eines bestimmten Baumstamms
in Abhangigkeit von seinem Alter.

Alter t (in Jahren) 25 50 75 100
Umfang u (in Metern) | 0,462 | 1,256 | 2,465 | 3,370

Dieser Zusammenhang kann durch eine Wachstumsfunktion u modelliert werden, wobei
der Wert u(t) den Umfang zum Zeitpunkt t angibt.

a) Fur die ersten 50 Jahre soll die Zunahme des Umfangs mit einer Exponentialfunktion f
mit f(t) =a - b' in Abhangigkeit von der Zeit t modelliert werden.

1) Geben Sie a und b so an, dass f mit den in der obigen Tabelle angegebenen Werten
fur ein Alter von 25 und 50 Jahren Ubereinstimmt.

a=

b=

2) Begrtnden Sie rechnerisch, warum dieses Modell fUr die darauffolgenden 25 Jahre
nicht angemessen ist.
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Bevélkerungwachstum in Afrika* (c) - 2_083, FA5.1 FA5.5, Offenes Antwortformat

Afrika hatte Ende 2018 eine Bevdlkerung von ca. 1,3 Milliarden Menschen und verzeichnet

derzeit das starkste Bevélkerungswachstum aller Kontinente.

c) Die nachstehende Tabelle zeigt die Bevdlkerungsentwicklung in Nigeria im Zeitraum
von 1980 bis 2010.

Kalenderjahr 1980 | 1990 | 2000 | 2010
Bevolkerungszahl in Millionen | 73,5 | 95,3 | 122,4 | 158,6

1) Zeigen Sie anhand der Tabelle, dass die Bevolkerungszahl im Zeitraum von 1980 bis
2010 annéhernd exponentiell zugenommen hat.

Nehmen Sie an, dass die Bevolkerungszahl von Nigeria weiterhin in dieser Art exponentiell
wachsen wird.

2) Geben Sie unter Verwendung der Daten aus den beiden Kalenderjahren 2000 und
2010 an, in welchem Kalenderjahr die Bevolkerungszahl Nigerias erstmals mehr als
360 Millionen betragen wird.

Wachstum einer Population* - 1_531, FA5.3, Halboffenes Antwortformat

Die GroBe einer Population wird in Abhangigkeit von der Zeit mithilfe der Funktion N mit
N(t) = N, - '8t beschrieben, wobei die Zeit t in Stunden angegeben wird. Dabei be-
zeichnet N, die GroBe der Population zum Zeitpunkt t =0 und N(t) die GréBe der Population
zum Zeitpunkt t > 0.

Bestimmen Sie denjenigen Prozentsatz p, um den die Population pro Stunde wéachst!

p~_ %
Zellkulturen* - 1_624, FA5.3, Zuordnungsformat

Im Rahmen eines biologischen Experiments werden sechs Zellkulturen gtinstigen und
ungunstigen auBeren Bedingungen ausgesetzt, wodurch die Anzahl der Zellen entweder
exponentiell zunimmt oder exponentiell abnimmt.

Dabei gibt N,(t) die Anzahl der Zellen in der jeweiligen Zellkultur t Tage nach Beginn des
Experimentsan (i=1, 2, 3, 4, 5, 6).

Ordnen Sie den vier beschriebenen Veranderungen jeweils die zugehorige Funktions-
gleichung (aus A bis F) zu!

Die Anzahl der Zellen

: A N,(t) = N,(0) - 0,18
verdoppelt sich pro Tag.

Die Anzahl der Zellen nimmt B | N,{t) =N,0)- 0,5
pro Tag um 85 % zu.

Die Anzahl der Zellen nimmt C N,(t) = N,4(0) - 0,85
pro Tag um 85 % ab.

Die Anzahl der Zellen nimmt D | N,)=N,0)-15

pro Tag um die Halfte ab.

E | NJt)=N,0)- 185
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Weltbevoélkerung* (a) - 2_115, FA5.3, Offenes Antwortformat

In der nachstehenden Tabelle ist flr bestimmte Kalenderjahre die Schatzung der Weltbevolkerung
(jeweils zur Jahresmitte) angegeben.

Kalenderjahr | Weltbevolkerung in Milliarden
1850 1,260
1900 1,650
1950 2,636
1960 3,030
1970 3,700
1990 5,327
2000 6,140
2010 6,957
2020 7,790

Datenquellen: https://de.statista.com/statistik/daten/studie/1694/umfrage/entwicklung-der-weltbevoelkerungszahl/,
https://www.statistik.at/web_de/statistiken/menschen_und_gesellschaft/bevoelkerung/internationale_uebersich/036446.html
[17.05.2020].

a) Im Zeitraum von 1850 bis 1950 hat sich die Weltbevélkerung annéhernd verdoppelt.
Nehmen Sie flr diesen Zeitraum an, dass die Weltbevolkerung jahrlich um den gleichen
Prozentsatz gewachsen ist.

1) Berechnen Sie diesen Prozentsatz. [0/1PR]

Bevoélkerungszahl* - 1_889, FA5.6, 2 aus 5

Es wurde erhoben, wie sich die Bevolkerungszahl in verschiedenen Stadten in den vergangenen
finf Jahren verandert hat.

Zwei der unten angeflihrten Situationen kénnen als exponentielles Wachstum der jeweiligen Be-
volkerungszahl beschrieben werden.

Kreuzen Sie die beiden Situationen an, die jeweils mithilfe einer Exponentialfunktion angemessen
beschrieben werden konnen. [2 aus 5]

Die Bevolkerungszahl nahm jedes Jahr um »4 der
Bevolkerungszahl des jeweiligen Vorjahres zu.

Die Bevolkerungszahl hat im ersten Jahr um 10000, im
zweiten um 20000, im dritten um 30000, im vierten um ]
40000 und im letzten Jahr um 50000 zugenommen.

Die Bevolkerungszahl war jedes Jahr um 5 % gréBer als ]
im jeweiligen Vorjahr.

Die Bevolkerungszahl war jedes Jahr um 20000 gréBer n
als im jeweiligen Vorjahr.

Die Bevolkerungszahl war in den ersten zwei Jahren
jedes Jahr um 5 % groBer als im jeweiligen Vorjahr, dann (]
jedes Jahr um 15 % groBer als im jeweiligen Vorjahr.
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Baumkronenpfad (b) - 2_076, FA5.1 FA5.3, Offenes Antwortformat

Der Baumkronenpfad ist eine Briickenstrecke durch einen Teil des Schonbrunner Tiergartens.

-

* Der Baumkronenpfad hat ein sanftes Gefalle von 8 %.
* Der Baumkronenpfad kann schwingen!
¢ Die maximale Hohe iber dem Grund betragt 10 Meter.

YT
max
10 Meter Hohe

3

N

b) Auf dem Schild zum Baumkronenpfad ist zu lesen: ,Der Baumkronenpfad kann schwingen!*

In der nachstehenden Grafik ist das Auf-und-ab-Schwingen des Baumkronenpfads an

einer bestimmten Stelle dargestellt.
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In der obigen Grafik ist die sogenannte ,Einhullende” strichliert eingezeichnet. Es handelt

sich dabei um eine Funktion f mit f(tf)=c - a'.

1) Lesen Sie aus der Grafik den Parameter ¢ ab.

2) Begriinden Sie mathematisch, warum flr den Parameter a dieser Funktion f gilt:

O<ax<,
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Tee* (a) - 2_097, FA5.6 FA5.2, Offenes Antwortformat

Tee ist weltweit eines der meistkonsumierten Getranke.

a) Modellhaft wird angenommen, dass der Pro-Kopf-Verbrauch von Tee in Osterreich
jedes Jahr im Vergleich zum jeweiligen Vorjahr um den gleichen Prozentsatz steigt.

Unter dieser Annahme gibt die Funktion f den jahrlichen Pro-Kopf-Verbrauch von Tee in
Osterreich ab 2016 in Abhéngigkeit von der Zeit t an (t in Jahren, f(t) in Litern).

1) Geben Sie an, um welchen Funktionstyp es sich bei f handelt.

Der jahrliche Pro-Kopf-Verbrauch von Tee lag in Osterreich im Jahr 2016 bei 33 L. Der
Anteil des Tees, der in Osterreich im Jahr 2016 mittels Teebeuteln zubereitet wurde,
betragt 95 %.

Es werden folgende Annahmen getroffen:
« Der Pro-Kopf-Verbrauch von Tee in Osterreich steigt seit dem Jahr 2016 jedes
Jahr im Vergleich zum jeweiligen Vorjahr um 2 %.
« Der Anteil des Tees, der in Osterreich jedes Jahr mittels Teebeuteln zubereitet wird,
bleibt gleich.

2) Geben Sie an, wie viele Liter Tee im Jahr 2026 unter den oben angeflihrten Annah-
men pro Kopf in Osterreich mittels Teebeuteln zubereitet werden.
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