AN4 Summation und Integral
Maturaskript AHS (28 Seiten)

Grundkompetenzen:

*= ANA4.1 den Begriff des bestimmten Integrals als Grenzwert einer Summe von
Produkten deuten und beschreiben kénnen

= AN4.2 einfache Regeln des Integrierens kennen und anwenden kdénnen: Potenzregel,
Summenregel, [ k - f(x) dx, [f(k - x)dx, bestimmte Integrale von Polynomfunktionen
ermitteln kdnnen

= ANA4.3 das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten deuten und
entsprechende Sachverhalte durch Integrale beschreiben kénnen
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AN4 - Bestimmtes Integral, Flacheninhalt

1. Bestimmtes Integral

In diesem Kapitel lernt ihr, wie ihr den Flacheninhalt zwischen x-Achse und
Funktionsgraph berechnen kénnt.

a. Ober- und Untersummen

Mit Hilfe von Ober- und Untersummen wird die Flache unter einer Kurve im Intervall [a; b]
anndhernd berechnet. Dabei betrachtet man eine stetige Funktion, die keine negativen
Funktionswerte besitzt. Das Intervall [a; b] wird in n gleich breite Teile unterteilt. Die Rechtecksbreite

. b-
betragt stets Ta

= Bei den Untersummen wird das Rechteck stets unter dem Funktionsgraph eingezeichnet
(kleinster Funktionswert in jedem Teilbereich gibt die Hohe des Rechtecks an).

=  Bei den Obersummen wird das Rechteck Gber der Kurve eingezeichnet (groRRter
Funktionswert in jedem Teilbereich gibt die Hohe des Rechtecks an).

Untersummen < Tatsachliche Flache < Obersummen

Je mehr Rechtecke eingezeichnet werden (= je gréRer n), desto genauer ist die Annadherung.

Beispiel: Ndhere den Flacheninhalt der gegebenen Funktion im Intervall [0; 2] mit Ober- und
Untersummen an:

0 0.5

-

1.5 2

Untersumme Obersumme

Die Flache eines Rechtecks wird mit Rechtecksbreite (b;—a) mal Rechteckshéhe (kleinster bzw. groRter

Funktionswert) berechnet.

1.5

1
n=2
Breite: 5
21
2

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2

Fliche = 1,61 E? Fliche = 2,38 E?
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Fliche = 1,92 E?

Fliache = 2,08 E?
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1.5 1.5
4“‘ i I ,/ \
1 n.. 1 H H { | \
n =100 . y M
Breite: 5 5
2 =002
100
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Flache = 1,98 E? Fliche = 2,02 E2

Formale Definition:

Ist f eine stetige Funktion mit positiven Funktionswerten im Intervall [a; b] und wird die Funktion
im Intervall [a; b] in n gleich groRe Teilintervalle zerlegt, so definiert man:

= Ax = b;—a ... Breite jedes gleich groRen Teilintervalls

" my,my,..,m, Minimumstellen in jedem Teilintervall (Stelle, an dem die Funktion in
einem Teilintervall den kleinsten Funktionswert besitzt)

= M, M,,.., M, Maximumstellen in jedem Teilintervall (Stelle, an dem die Funktion in
einem Teilintervall den gréten Funktionswert besitzt)

Untersumme: U, = Ax - f(my) + Ax - f(my) + -+ Ax- f(m,) =X, Ax - f(m;)
Obersumme: 0, = Ax - f(My) + Ax - f(My) + -+ Ax - f(M,) = X, Ax - f(M;)

Bemerkungen:

- Je mehr Rechtecksflachen eingezeichnet werden, umso besser wird die tatsachliche Flache
angenahert. Daher gilt:

U]_SUzSUgS .. < Flache < SOgSOzSOl

- Bei streng monoton wachsenden Funktionen befinden sich die Minimumstellen am linken Rand,
sowie die Maximumstellen am rechten Rand des Teilintervalls.

-0.5 05 1 15 2
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Bsp. 1) Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Bestimme naherungsweise die Unter- und
Obersumme im gegebenen Intervall durch Unterteilung in n gleich grolRe Teilintervalle.
Gib eine untere bzw. obere Schranke fiir den tatsachlichen Flacheninhalt an.

a. [1;5] n=4 b. [0;7] n=7
Untersumme: Untersumme:
.y
6
T3
5
-2
4
1
—3
2 o} [ 112l lalslely
1
C 7
of 1 2 3 4 5 0

Obersumme: Obersumme:

5 _

75 __3

) T2

4%

73 __1

2 o | 1 [ 2]3 | ¢ ]|5]6}7
1

ol 1 2 3 & 5 o
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b. Bestimmtes Integral

Ist f eine stetige Funktion auf einem Intervall [a; b], dann beschreibt das bestimmte Integral f; f(x) dx

die orientierte Flache zwischen der Kurve von f(x) und der x-Achse zwischen den Grenzen a und b.

= 3 wird untere, bzw. b wird obere Grenze genannt.
= Sprechweise: ,Integral von f zwischen den Grenzen a und b“

* Esgilt: lim U, = lim 0, = fbf(x) dx
n—oo n—oo a
Unterteilt man das Intervall [a; b] in unendlich viele Rechtecke, so entspricht das bestimmte Integral der
Unter- bzw. Obersumme.

= D.h. das bestimmte Integral ist das Ergebnis aus unendlich vielen Summen (Differenzen). Daher ist das
Integralzeichen f entstanden, als Abklrzung fir das Wort ,Summe” bzw. den Buchstaben ,S“.

Hat die Funktion f(x) im Intervall [a;b] nur positive Funktionswerte, so entspricht das bestimmte Integral
dem tatsachlichen Flacheninhalt zwischen Graph und x-Achse.

. pd
e

—T | A=4.66667

0 O|5 ? ‘I.|5 ‘2

Treten jedoch auch negative Funktionswerte auf, so besteht das bestimmte Integral aus
Summen/Differenzen von Flacheninhalten. (=orientierte Flache).

3

2 /

+0,78 +o,37/

-0,59/:"'\\ -6,39 /—I

-1_ .5? 05\1 15 2 25 3/35

ANERNEAN
3 \\//

f(x)dx=-0,59+0,78—-6,39+ 0,37 = —5,83

-1
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Das bestimmte Integral kann daher wie bei diesem Beispiel auch negative Werte annehmen. Dann
entspricht das bestimmte Integral nicht mehr dem tatsachlichen Flacheninhalt. Der Flacheninhalt zwischen
x-Achse und Funktionsgraph ist:

A=0,59+0,78+6,39+0,37 =813 E?

Definition — Orientierte Flache:
o Liegt der Funktionsgraph oberhalb der x-Achse, so ist das bestimmte Integral positiv.

e Liegt der Funktionsgraph unterhalb der x-Achse, so ist das bestimmte Integral negativ.

Mochte man den tatsachlichen Flacheninhalt berechnen, missen positive und negative Teile separat
betrachtet und addiert werden (spater mehr dazu).

Bsp. 2) Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Stelle das bestimmte Integral graphisch dar.

1,5 2
a. f(x)dx b. ff(x) dx
-0,5 -2
1
1 1 050 05 1 N
=1
05 0 05 1 1.5 -2
3 1
c. ff(x)dx d f(x) dx
0 -1,5
y 2
1
1
05 1
-05 0 0.5 1 15 2.5 3
=1
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Bsp. 3) Markiere das bestimmte Integral fff(x) dx. Berechne den Wert ohne Verwendung von

Technologie. Was fallt dir auf?

05 1 15 2 25 3 4 45 5 55 6

foz f(x) dx

05 1 156 2 25 3 4 45 5 55 6

J; F(x) dx

05 1 15 2 25 3 4 45 5 55 6

f06 f(x) dx
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Bsp. 4) Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Stelle das bestimmte Integral graphisch dar und
berechne es.

3 = ?

—C|5 0.5 ‘ll 15 |2 2.5 \‘3 35 Z‘l 415 £|5 =2 :
5 =3 \
Jo f(x) dx = \
Jo f(x) dx =

Untersumme und Obersumme* - 1_678, AN4.1,2 aus 5

In den nachstehenden Abbildungen sind jeweils der Graph einer Funktion f sowie eine
Untersumme U (= Summe der Flacheninhalte der dunkel markierten, gleich breiten Recht-
ecke) und eine Obersumme O (= Summe der Flacheninhalte der dunkel und hell markierten,
gleich breiten Rechtecke) im Intervall [-a; a] dargestellt.

Flr zwei Funktionen, deren Graph nachstehend abgebildet ist, gilt bei konstanter Recht-
OoO+U
5

eckbreite im Intervall [-a; a] die Beziehung j h flx)dx =

Kreuzen Sie die beiden Abbildungen an, bei denen die gegebene Beziehung erflilt ist!
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Bestimmtes Integral* - 1_654, AN4.2, Halboffenes Antwortformat

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph einer abschnittsweise linearen Funktion f
dargestellt. Die Koordinaten der Punkte A, B und C des Graphen der Funktion sind ganz-
zahlig.

Aussagen iiber bestimmte Integrale* - 1_871, AN4.3, 2 aus 5

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Funktion fim Intervall [0; 6] dargestellt.

d\ﬁx).

Unten stehend sind einige Aussagen Uber bestimmte Integrale der Funktion f gegeben.
Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an. [2 aus 5]

j: fx)clx > E fgdx | []

L“ Xy dx > [y e

4
)

Lﬁ fx) dx > L ) dx

j fix)cx = 0

)00 d

-ff{x)dx:-ﬁ
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Bestimmte Integrale* - 1_751, AN4.3, 2 aus 5

Nachstehend ist der Graph einer Polynomfunktion f mit den Nullstellen x, =-1, x, =0,
X, =2 und x, = 4 dargestellt.

Far die mit A,, A, und A, gekennzeichneten Flacheninhalte gilt:

A,=04, A,=15und A;=3.2.

fix)

Kreuzen Sie die beiden Gleichungen an, die wahre Aussagen sind.

[[fax=19 | O

2
1

J: flx)dx =17

[* fgdx =51

[ fax=15

oo |

j: flx)dx = 3,2

Integral* - 1_380, AN4.3, 2 aus 5

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph einer punktsymmetrischen Funktion f (das
bedeutet: f(—x) = —f(x)) dargestellt. Die Flache zwischen dem Graphen der Funktion f und
der x-Achse im Intervall [O; 3] ist grau unterlegt. Ihre MaBzahl betragt 6,75.

f [y i 4 [ fax =675
3] ]
| fo ; .
— | fax =135
1 16,75§
o fSN [ fcc=-185

[ foax=0

[ fax=6.75

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Gleichungen an!

N O O O
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Flacheninhalte* - 1_703, AN4.3, Halboffenes Antwortformat

Die unten stehende Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f: R — R und zwei mar-
kierte Flachenstticke.

Der Graph der Funktion f, die x-Achse und die Gerade g mit der Gleichung x = a schlieBen
das Flachenstiick / mit dem Inhalt A, ein.

Der Graph der Funktion f, die x-Achse und die Gerade h mit der Gleichung x = b schlieBen
das Flachenstiick /I mit dem Inhalt A, ein.

“f(x)

W

Geben Sie das bestimmte Integral Ib f(x)dx mithilfe der Flacheninhalte A, und A, an!

f fix)dx =

Bestimmtes Integral* - 1_606, AN4.2, 2 aus 5

Der Graph einer Funktion f schneidet die x-Achse in einem gewissen Bereich an den Stel-
len a, b, ¢, d und e.

2]
34
f
24
14
0Ya b c d e X
Or 1 2 3W7 8 0 To—4—T9 13 14
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Welche der nachstehend angeflihrten bestimmten Integrale haben einen Wert, der groBer
als O ist?
Kreuzen Sie die beiden zutreffenden bestimmten Integrale an!

[ fxyax []

L]
[]
[ foyax n
[]

Vergleich bestimter Integrale* - 1_775, AN4.3, 2 aus 5

Gegeben sind funf Abbildungen mit Graphen von Polynomfunktionen.
Kreuzen Sie die beiden Abbildungen an, fur die gilt: I: f(x)dx > J'; f(x)dx.

N

1)

N

|

3

2

14

0 X
-8 5-'4_'3-'2-\y 55| U

-2

-3

W

7 8 -6 4 -3 2 2 8

-1
;A
-3

/—\2\-
|
-7 645 4 -3 -2-1 |0 1\2 3

=14

—2-
-3
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c. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Fur eine im Intervall [a; b] stetige (= Graph ist eine durchgezogene Linie) Funktion f mit
einer zugehdrigen Stammfunktion F (F' = f) gilt:

b
f FG) dx = F@|2 = F(b) — F(a)

Berechnung — Bestimmtes Integral:
(1) Stammfunktion bilden
(2) F(a) und F(b) berechnen
(3) ,Obere Grenze” MINUS ,Untere Grenze” (Integrationskonstante fallt bei der Berechnung weg)

2
/ ges.: f x? dx
1

Schritt 1: Bilde eine Stammfunktion:

2 X3
f x? dx=<—+c)
1 3 1

Schritt 2: Obere Grenze — Untere Grenze

2

-1 -05 2 8. 1.7 2
373737 2,34 E
Rechenregeln: (3) f;f(x) dx + fbcf(x) dx = facf(x) dx
M) [IfG) tg@ldr = [ f@dxt [{gx)dx | (@) [*fx)dx=0
(2) f;k f(x) dx = k- f;f(x) dx (5) f;f(x) dx = — fbaf(x) dx

Bsp. 5) Berechne das bestimmte Integral in den Grenzen a und b von f (mit dem Hauptsatz).
Entspricht das bestimmte Integral dem Flacheninhalt, den der Funktionsgraph mit der
x-Achse im Intervall [a; b] einschlief3t?

a. f(x)=2x+1 a=1b=3 b. f(x)=7 a=-2,b=5
c. f(x)=-3x+5 a=-2b=3 d. f(x) =3x2%+2x a=0,b=2
e. f(x)=x3-x a=-4,b=2 f. f(x)=5x*+2x+4 a=0b=1
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Bsp. 6) Die Funktionsgraphen der Funktion f und ihrer Stammfunktion F sind jeweils gegeben.

a. Markiere das bestimmte Integral graphisch.
b. Ermittle mit Hilfe der Abbildung das gesuchte Integral.
c. Entspricht das bestimmte Integral dem tatsachlichen Flacheninhalt?

Vu)
O\

F(x)

-25 -2 -15 -1 0.5 05 1 156 2

f(x) =2
2
ff(x) dx =
-1
F(x) A f(x)
20
BN A & - .
5 15
JE— _10_ S -
-2.5 -1/5 -1 -0. 5 1 5 S
- 2 3
=3
—4
f(x)
1
[ reax=
-1
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Bsp. 7) Bestimme den gesuchten Wert e.

a. fle(zx +1)dx =10 b. f:(xz +x)dx = 13,5

c. foe(2x3 —3x%) dx = 64 d. fem% dx = 0,9

Bestimmtes Integral* - 1_894, AN4.2, Offenes Antwortformat

Die Polynomfunktion f: R — R hat eine bestimmte Stammfunktion F. Von dieser Stammfunktion F
sind nachstehend einige Wertepaare gegeben.

X F(x)
0 0
1 1
2 3
3 6
4 10
5 15

Weiters ist die Funktion g: R — R mit g(x) = f(x) + 2 gegeben.
Berechnen Sie f gx)dx.

Bsp. 8) Vereinfache so weit wie moglich. Wende die Rechenregeln an. Berechne anschlieRend.

a. f_zz 2x dx + f: 2x dx + f35 2x dx = b. ff(x2 +2)dx — f170(x2 +2)dx =

c. f_sz(x7 + x%) dx + fs_z(x7 + x%) dx + flzx dx = |d. f27(4x +1) dx + f78 4x dx + f78 ldx =

AN4: Bestimmtes Integral, Flacheninhalt Seite 15 von 28


https://www.youtube.com/watch?v=GqteVoYtypk&list=PLlXxzjCQJaspOlabovbbvCRpzI4QL3jkt&index=12

Integral* - 1_501, AN4.2, 2 aus 5

Gegeben ist das bestimmte Integral 7= J: (25 - x? + 3)dx mit a € R".

Kreuzen Sie die beiden Ausdrlicke an, die flr alle a > 0 denselben Wert wie I haben!

25 - ["x2dx + ['3dx

j:25dx : j:xzdx+j:3dx

1:25 - x2dx + 3

25 - a8

3 +3-a

00| o|o|d

50-a

Integrationsregeln® - 1_429, AN4.2, 2 aus 5§

Zwei der nachstehend angeflhrten Gleichungen sind fur alle Polynomfunktionen f und bei
beliebiger Wahl der Integrationsgrenzen a und b (mit a < b) richtig.

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Gleichungen an!

b

() + x)dx = [ fx)dx + [ xclx

va

rb
a

2 = [ fdx

b
a

(1 - f)cx = x~ [ fx)dlx

" (f) + 2)dx = [ fx e + 2

va

o o|d|

b
a

(3 - fx)dx = 3 - j: fx) dx

Durchflussrate* - 1_428, AN4.3, Offenes Antwortformat

In einem Wasserrohr wird durch einen Sensor die Durchflussrate (= Durchflussmenge pro
Zeiteinheit) gemessen. Die Funktion D ordnet jedem Zeitpunkt t die Durchflussrate D(t) zu.
Dabei wird t in Minuten und D(t) in Litern pro Minute angegeben.

Geben Sie die Bedeutung der Zahl I;;O D(t)dt im vorliegenden Kontext an!
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Wert eines bestimmten Integrals* - 1_631, AN4.3, Halboffenes Antwortformat

Von einer reellen Funktion f ist der Graph einer Stammfunktion F abgebildet.

Fix)

0 >
L& ] \I/

Geben Sie den Wert des bestimmten Integrals 7 = I: f(x) dx an!

Jo=

Wert eines bestimmten Integrals* - 1_679, AN4.3, Halboffenes Antwortformat

Nachstehend ist der Graph einer Funktion f: R — R dargestellt. Zusatzlich sind zwei
Flachen gekennzeichnet.
Die Flache A, wird vom Graphen der Funktion f und von der x-Achse im Intervall [O; 4] be-

grenzt und hat einen Flacheninhalt von % Flacheneinheiten.
Die Flache A, wird vom Graphen der Funktion f und von der x-Achse im Intervall [4; 6] be-

grenzt und hat einen Flacheninhalt von % Flacheneinheiten.

fix)
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d. Berechnung von Flacheninhalten

(1) Flacheninhalt zwischen x-Achse und Funktionsgraph

3
5 (1) Bestimmtes Integral:
+0,[78 +O,37/ 35
059 / I f f(x) dx = —0,59 + 0,78 — 6,39 + 0,37 = 5,83
: + -6,39 -+ »
41 A5 0 05\1 15 2 25 3/35
[l | NI T
) \ / (2) Flacheninhalt zwischen x-Achse und Funktionsgraph:
3 N / A =059+ 0,78 + 6,39 + 0,37 = 8,13 E?
/ —4 \\_/

Besitzt die Funktion ausschlielich positive Funktionswerte entspricht das bestimmte Integral dem tatsachlichen
Flacheninhalt.

Besitzt eine Funktion positive und negative
Funktionswerte, so kannst du den Flacheninhalt
folgendermaRen berechnen:

Schritt 1: Mache dir eine Skizze des
Funktionsgraphen. Gesucht ist der Flacheninhalt im
Intervall [—3; 3] zwischen der x-Achse und dem
Funktionsgraphen. Berechne alle Nullstellen und
Uberlege dir die Intervalle, in denen die Funktion im
positiven bzw. negativen Bereich liegt.

flx) =x3 —4x

fx)=0-> x=-2;y=0;z=3

Es entstehen 4 Bereiche:
[—3; —2]: negativ
[—2; 0]: positiv
[0; 2]: negativ
[2; 3]: positiv

Schritt 2: Es missen alle Bereiche separat betrachtet
werden. Die negativen Bereiche missen zur
Berechnung des Flacheninhalts positiv gemacht
werden, sodass schlussendlich alle Flachen summiert

werden.
2 Optionen, um negative Bereiche positiv zu machen:
(1) Betragsstriche bei den negativen Bereichen:
-2 0 2 3
A(a; b) = j f(x) dx +f f(x)dx+ f f(x) dx +f f(x) dx = 20,5 E*
-3 -2 0 2

(2) Minus vor einem bestimmten Integral (negativer Funktionsbereich) setzen:

-2 0

2 3
A(a;b)=—f f(x) dx+f f0) dx—f f0) dx+f f(x) dx = 20,5 E?
3 2 0 2

AN4: Bestimmtes Integral, Flacheninhalt Seite 18 von 28



https://www.youtube.com/watch?v=pDeSYPrOHIM&list=PLlXxzjCQJaspOlabovbbvCRpzI4QL3jkt&index=14

Bsp. 9) Berechne den Inhalt jener Flache, der vom Graphen von f und der x-Achse im gegebenen

Intervall eingeschlossen wird. Mach dir eine Skizze.

a. f(x)=3x2-3 [-2;3] b. f(x)=2x+4 [-6;2]
c. f(x)=x3-9x [-5;4] d. f(x)=x*—4x* [-1;3]
e. fy=e*-2 [-3;5] f. f@=--1 [053]
Bsp. 10) Eine Funktion f ist gegeben. Bestimme den Parameter e so, dass der Graph von f
in [1; e] mit e > 1 den Flacheninhalt A mit der x-Achse einschlieRt.
a. fx)=—x+3 A=10E? b. f(x)=-3x2+12 A=37E?
c. f(x)=x3-3x2 A=270E? d f(x)=—-4x+16 A=146E?
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https://www.youtube.com/watch?v=6FRl8VDBHbY&list=PLlXxzjCQJaspOlabovbbvCRpzI4QL3jkt&index=15

(2) Flacheninhalt zwischen zwei Funktionsgraphen

SchlieRen zwei stetige Funktionen im Intervall [a; b] eine Flache ein, so kann der Inhalt
der eingeschlossenen Flache mit folgender Formel berechnet werden:

b b b
f £(x) dx — f 900 dx = f () — g0 dx

wobei der Graph von f die obere und der Graph von g die untere Begrenzungskurve sein muss. Es gilt: f(x) =
g(x) fur alle x aus dem Intervall [a; b].

rechte Grenze
f (obere Funktion — untere Funktion) dx
l

inke Grenze

4

@ == = e =

O

)]
g
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https://www.youtube.com/watch?v=DtOlhiwuFx0&list=PLlXxzjCQJaspOlabovbbvCRpzI4QL3jkt&index=16

Vorgehensweise:

Schritt 1: Berechne die Stellen, an denen
sich die Funktionen schneiden.

f(x) =g(x)

Schritt 2: Aus wie vielen Teilflachen besteht

die gesamte Fliche? Uberlege jeweils,

welche die ,,obere” bzw. ,, untere” Funktion

ist.

Schritt 3: Berechne die Teilflaichen. Die
Gesamtflache bildet sich aus der Summe
der Teilflachen.

GeoGebra: IntegralZwischen(f,g,0,3)

Musterbeispiel:
Berechne die Flache, die die Funktionen f(x) = x + 1 und
g(x) = x2 — 2x + 1 einschlieRen.

Schritt 1: f(x) = g(x)
x+1=x?>-2x+1 |—x,—1
0=x?-3x
0=x-(x—3)
x1=0 x, =3
Schritt 2: Es existiert eine eingeschlossene Flache im Intervall [0;3].
Welche ist die obere bzw. untere Funktion?
a. Funktionen zeichnen (Wertetabelle oder GeoGebra)
b. Funktionswert aus dem Intervall (0;3) einsetzen:
fM=2 g)=1-2+1=0 f(1)>g(1)
-> Im Intervall [0;3] ist die Funktion f (x) die obere Funktion.

Schritt 3:
3 3
j[f(x)—g(x)]dx _ f ot 1o (2 — 2x + )] dx =
4] 0

3 3 3x2 3
[-x*+3x]dx =——+—+c| =
0
27 27
—?+7+c—(0+0+c)=—9+13,5=4,5E2

Bemerkung 1:

Bei dieser Berechnung ist es egal, ob die Funktionen unterhalb der
x-Achse verlaufen, solange du stets , obere Funktion MINUS untere

Funktion” rechnest.

o,/

5

-

b
[ (&) — F(x))dx

Haben zwei Funktionsgraphen mehrere Teilflachen, so musst du alle Teilflachen einzeln berechnen und anschliefend
summieren. Uberlege dir stets, in welchen Intervallen die Funktionen oberhalb bzw. unterhalb sind.

Q)

[ 669~ etwax
Jb

[ (60~ 1

P = = ——————

o

0 0.5 1

AP -

L

mi

2 25 35 4 4.

5\

c

b
A= f [9G) — F@dx + | [F@) - 9] dx

b
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Bsp. 11) Gib mit den Funktionen f(x), g(x), h(x) eine Formel zur Berechnung der
markierten Flache an.

5
f
g g ‘
4 7
3 3
2
1
1
f -2 o170 1/ 2
Z10 1 2 3 1
6
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Bsp. 12) Berechne den Flacheninhalt, der von den Graphen der Funktionen f und g begrenzt wird.

a. f(x)=x*-3x24+4, glx)=2x+4

b. f(x)=—-x, glx) =x3—-2x

c. f(X)=x3+4x?2+2, gx)=8-x

d f(x)=x3-4x, gx) =4—x*

Bsp. 13) Gegeben sind ein Graph einer Polynomfunktion f und der Graph einer ihrer Stammfunktionen F.
Der Graph von f und die positive x-Achse begrenzen im gegebenen Intervall ein endliches Flachenstiick.
Markiere und ermittle den Flacheninhalt dieses Flachenstiicks.

[0; 2]

[0; 4]
(4|64)
60

50

Fool A\ 5\
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Flacheninhalt* - 1_604, AN3.2, Offenes Antwortformat

In der nachstehenden Abbildung sind der Graph einer Polynomfunktion f dritten Grades
und der Graph einer ihrer Stammfunktionen F dargestellt.

T fix), Fix)

Der Graph von f und die positive x-Achse begrenzen im Intervall [O; 4] ein endliches
Flachenstlck. Ermitteln Sie den Flacheninhalt dieses Flachenstlicks!

Flache zwischen Graph und x-Achse* - 1_822, AN4.1,2 aus 5

Gegeben ist eine Potenzfunktion f: [0; 15] — R,

Der Inhalt A derjenigen Flache, die vom Graphen von f, von der x-Achse und von den
beiden Geraden x =0 und x = 15 begrenzt wird, kann durch den nachstehenden
Ausdruck U naherungsweise berechnet werden.

U=>5"(f(0) + f(5) + f(10))

In der nachstehenden Abbildung sind der Graph von f und — grau markiert — die Flache,
deren Inhalt durch den Ausdruck U berechnet wird, dargestellt.

T~

fix)
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Kreuzen Sie die beiden Ausdriicke an, mit denen der Flacheninhalt A besser als mit dem
Ausdruck U angenahert werden kann.
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5 - (f(0) + f(5) + f(10) + f(15))
2.5 - (f(0) + f(2,5) + f(5) + f(7,5) + f(10) + f(12,5))

f(x) dx

0

f(0) - 15

oo Ot

f(15) - 5

Flacheninhalt* - 1_525, AN4.2, Offenes Antwortformat

Abgebildet ist ein Ausschnitt des Graphen der Polynomfunktion f mit f(x) = —%3 +2-X.

Die Flache zwischen dem Graphen der Funktion f und der x-Achse im Intervall [-2; 2] ist
grau markiert.

4

51 0

v

Berechnen Sie den Inhalt der grau markierten Flache!
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Flacheninhalte* - 1_703, AN4.3, Halboffenes Antwortformat

Die unten stehende Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f: R — R und zwei mar-
kierte Flachenstucke.

Der Graph der Funktion f, die x-Achse und die Gerade g mit der Gleichung x = a schlieBen

das Flachenstick I mit dem Inhalt A, ein.
Der Graph der Funktion f, die x-Achse und die Gerade h mit der Gleichung x = b schlieBen

das Flachensttick Il mit dem Inhalt A, ein.

N

f(x)

W

Geben Sie das bestimmte Integral Ib f(x)dx mithilfe der Flacheninhalte A, und A, an!

[ o ax =
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Flacheninhaltsberechnung* - 1_583, AN4.3,2 aus 5

In der nachstehenden Abbildung sind die Graphen der Polynomfunktionen f und g darge-
stellt. Diese schneiden einander an den Stellen -3, 0 und 3 und begrenzen die beiden grau
markierten Flachenstiicke.

M (%), gx
5] ™. 9K
f
2.
g
14
x\
A 49 5 1 2 4
=]
5

Welche der nachstehenden Gleichungen geben den Inhalt A der (gesamten) grau markier-
ten Flache an? Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Gleichungen an!

A=|[" (t) - g dx|

A=2- | (g - f(x) dx

A= [ (fx) - g dx + [ (g~ Fx) dx

A=|[" (t) - gtddx| + [ (Fx) - gx) ox

O(g|jg| gd|d

A=[" (100~ g ax + [ (%) ~ gt x|

Halbierung einer Flache* - 1_500, AN4.3, Offenes Antwortformat

Gegeben ist die reelle Funktion f mit f(x) = x2.

Berechnen Sie die Stelle b so, dass die Flache zwischen der x-Achse und dem Graphen
der Funktion fim Intervall [2; 4] in zwei gleich groBe Flachen A, und A, geteilt wird (siehe
Abbildung)!

f(x)
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Integral einer Funktion f* - 1_404, AN4.3, Halboffenes Antwortformat

Die nachstehende Abbildung zeigt den Graphen der Polynomfunktion f. Alle Nullstellen sind
ganzzahlig. Die Flache, die vom Graphen der Funktion f und der x-Achse begrenzt wird, ist
schraffiert dargestellt. A bezeichnet die Summe der beiden schraffierten Flacheninhalte.
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Geben Sie einen korrekten Ausdruck flr A mithilfe der Integralschreibweise an!

A=
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