Geraden im R?

1. Parameterdarstellung der Geradengleichung

Bei der Parameterdarstellung wird die Gerade durch einen Punkt und einen Vektor festgelegt. Den
Vektor nennt man auch Richtungsvektor der Gerade (Lange und Orientierung sind in diesem

X
Zusammenhang nicht wichtig.). Auf jeder Geraden liegen unendlich viele Punkte X = <y)

Y

Sei g eine Gerade, P ein Punkt auf dieser Geraden und a
ein Richtungsvektor von g.

Dann gilt fur alle Punkte X € g:

X=P+t-a mitt €R.

Parameterdarstellung: Punkt UND Richtungsvektor

Fir jede reelle Zahl des Parameters t erhdlt man einen Punkt auf der Geraden g. Umgekehrt entspricht jeder
Punkt auf der Geraden g einem eindeutig bestimmten Wert des Parameters t. (=<PARAMETERdarstellung)

Az=P—-1-a (t=-1)
Ay,=P+1-a (t=1)

As=P+2-a (t=2)

A¢=P+3-a (t=3)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N

Bsp. 1) Gegeben ist ein Punkt P und ein Richtungsvektor a der Geraden g. Gib eine
Parameterdarstellung der Geraden an und zeichne die Gerade in das Koordinatensystem. Skaliere die

Achsen passend.
a P=@Mi=(" ) b. P =(2/100),d = ( o) c. P =(100|-100), a=(—5500)
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Bemerkung: Die Parameterdarstellung einer Geraden ist NICHT eindeutig, da der Richtungsvektor a
grundsitzlich beliebig gewahlt werden darf, sofern der gewédhlte Vektor zum Richtungsvektor parallel ist.

sind alle moglichen Vielfache des Richtungsvektors erlaubt. Die Gerade g: X = (:2) Tt ( 1

9 _2) kann som

auch mit folgenden Parameterdarstellungen bestimmt werden:

g1:X = (___g) +t- (_24) da (_24) parallel zu (_12) ist
da <_0

go: X = (:g) +t- (—()(’)él) O,él) parallel zu (_12) ist

g:X = (:g) +t- (_120(())0) da (_12080) parallel zu (_12) ist

Es
it

Bsp. 2) Vereinfache die Darstellung der Geraden g so, dass die Komponenten des Richtungsvektors
ganzzahlig und so klein wie moglich sind.

a. g:X= (:§)+t

D

Q 7\-(\_—:\ d (Q

(Zo)

o g% = (1) + ¢ (Qars)

& —(”),( (‘Q) /3

O
5 )
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x=(g)+ ¢ (300
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Bsp. 3) Gegeben ist eine Parameterdarstellung einer Geraden. Berechne fiir die gegebenen Werte von

t die Punkte auf dieser Geraden.

a. g:X:(:§)+t-

t=-3;0;2;10

(D)

r SO
=-1o- (r;:

)' 20

o =(g)+e ()

t=-10;1;5;20

¢ g

=A" (‘)
(%)

(

~ATO
1)

x=(37)+e (5

t=-1;1;3;4

Bsp. 4) Gegeben sind zwei Punkte A = (—3|5) und B = (2|3) einer Geraden. Gib vier verschiedene
Parameterdarstellungen dieser Gerade an.

Ag=2-A=(
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Bsp. 5) Gib zwei verschiedene Parameterdarstellungen der dargestellten Geraden g an.

S’ il 4y (o]
a0 (D T(%)

Bsp. 6) Gegeben ist das Dreieck A(—2|—3), B = (4|-5), C = (3|4). Skizziere das Dreieck in das
Koordinatensystem. Gib eine Parameterdarstellung der gesuchten Geraden an.

859 BE) J-(5)

@

a. Tragergerade der Seite ¢

o= (D (%

b. Streckensymmetrale aufa
. S

R _ra Aso N /28
D‘)\—D,QQ (/\ f M%V,L;2>(ﬁ\(3r<,~é~

Sa = (5t (D

ey

c. Hohengerade auf b
o i 5
Npc™ ( ’5)

d. Trégergerade derjchwerlinie aufc
Mo=5 (A@)=(Z9)
» N e
M =C- M= (§)

>g 1X= (’4‘0*’3[‘ (9
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Bsp. 7) Bestimme die fehlende Koordinate des Punktés P so, dass er auf der Geraden g liegt.

a. g:X=((1))+t-(;§) — P=(x]|7)

I-(94635)
C’:H— ‘7: A g)‘— (-A
- 6=2t |3

=2

I ) ></O’ST :;'%O

b. g:X:(_63)+t-(j) - P=(1y)

= (9)-(8)~1C%)

I 4:-3—71’ |[+3
4:':}1' ':C—@

P v=6-1=6-()=8

e m—.
——

Bsp. 8) Uberpriife, ob die Punkte auf der Geraden g liegen.

a 9:X=©+t‘(_32) - P =(-47), P2=-()8[—6)
T S A € N
@H-04G@)  (H=-(E)

)~ P=(=51-1),P, = GI5)

R =(31)

T -S=-3-2t(+3 T3=-3-2Y 1+3

()= C)

~§=2-21 1-L L g=g-et e .
g ((-2) G--2t 1P| —2=-2F rEH 6 N,j
-2 == 4 — =
- = ’ 5,_._4,.3\— A
3 = A+3F 1—;”‘ ‘ -6-A3tI4| L -A==420 Iv L0 g
o Ay 2 * * -7.;/32 1:2 3=»:,(1 e = =3 -
2 ) — o Fiune e
| P1¢6\ Q\.-, ¢t Q ‘4&&5 Qd:&g

kte auf einer Geraden liegen.

T GA+3t T 2= 261
S=3% AD =Y
- =2 =5
ad ey -

b. A= (—1]3),B = (1]1),C = (3| - 2)

+
g=-Ax2F  TL-2-2-2
==-2V
4;2T TN 1 A
2 B T
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Bsp. 10) Gib jeweils eine zu g (1) parallele (2) normale Gerade an, die durch den Punkt P geht.

a. gX=(;U+¢-(2)— P = (7]5) b. gx=(?ﬂ+¢-(f)-P=(—ﬂn

De, - (AN (E) e

G ) === Q)B
= 0% "(1 C
& X7 (:‘}) JZ (> Qe §_CA\)

Bsp. 11) Gib zwei verschiedene Parameterdarstellungen an, die auf die Gerade g normal stehen.

a. g:X= (;) +t- (_18) 7:(&) b. g:X = (;”) +t , (:2) | Cr_; . (-%)
< () o S

/¢
(

& <D,

2. Normalvektordarstellung der Geradengleichung

Sei 71 ein Normalvektor und P ein beliebiger Punkt der Geraden g, dann gilt fiir alle Punkte X € g:
— —
gn-X=n-P
Bemerkung: Die Normalvektordarstellung kann in Koordinatenform angeschrieben werden:

Bk =nnF Allgemeine Geradengleichung
() () = () () _—1 -
ny) \y) = \n, pz/ ax+bx=c
X+ MY = NP1 + MNP,
Normalvektorform: Punkt UND Normalvektor

Beweis: 6
Multipliziere die Parameterdarstellung mit dem zugehorigen Normalvektor ein: S -
X=P+t-d |7
nX=n-P+t-an
Bemerkung: Das skalare Produkt von d - 71 ist 0, da diese beiden Vektoren normal

aufeinander stehen!!! g
— ’)—’-i . X E— fi . P /

Die allgemeine Form der Geradengleichung ax + bx = c erhilt man durch Anwenden des Skalarprodukts der Normalvektorform.

Beispiel: Die Gerade g: X = (_53) +t- ( 42) ist in der Parameterform gegeben. Gib g in der Normalvektorform & in der allgemeinen Form an.

1. Schritt: Bestimmung des Normalvektors zu (_42) >2B.7= (;) = (i)

2. Schritt: Aufstellen der Normalvektorform: 71 = (i) und wir wissen, dass die Gerade durch den Punkt P = (
2\, (% _(2). (-3
(1) (y) - (1) ( 5 )
3. Schritt: Anwendung des Skalarprodukts — Darstellung in der allgemeinen Form:
2x+y=-1

-3

5 ) geht.
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Vorteil: Ist die Gerade in der Normalvektorform bzw. allgemeinen Form gegeben, so kann der Normalvektor der

Geraden direkt abgelesen werden!!!
g —3x+7y=6

- ﬁ—(_s
7

)

Bsp. 12) Eine Gerade g ist in der Parameterdarstellung gegeben. Bestimme eine Gleichung von g in

der Normalvektorform und in der allgemeinen Form.

a. g:X=,(1_)__|;’t,

BRSO

b. g:x=(T)+t () 3- (D
() ><=(3) (=}

2,15

~ A
<

Bsp. 13) Eine Gerade g ist durch zwei Punkte gegeben.

Normalvektorform und in der allgemeinen Form.

Bestimme eine Gleichung von g in der

a. A= (=2|1),B=@3|7)

(D) x~(DE)
6<-8y=A7

b. A= (4]2),B = (-2| -

Ae=(%) >

’)\

5)
\ )z\\":} B
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Bsp. 14) Eine Gerade h geht durch den Punkt H und steht normal auf die Gerade g. Bestimme fiir die

Gerade h die allgemeine Geradengleichung.

a. g-X—(31)+t-("93) JH=(2|—1)

By, = Ruddhansoedon oo g

&

= o0 =9,
W ()<= (3 C)
3 +9y:‘A;>

= (-1/7)

b. g:X = (22)+t'(§)'H
.;

O x=(9-(3)

4>< +5y =34

Bsp. 15) Bestimme (1) einen Normalvektor, (2) einen Richtungsvektor der gegebenen Geraden g.

2 gx=(2)+e(7)

RE=(3
s 2
Dg "

b. g3x 5y—1

3\é=( %)

Bsp. 16) Die Gerade g ist in der allgemeinen Form gegeben. Bestimme drei beliebige Punktzauf der

Geradeg.

a. g:2x+4y=10

5, |
D0 = M0 -Gy |12

><>S—?7
=3 D x>A ( 4!@7

><—'/( =3 y;/(

b. g:-3x—y=—-4 [+3¢
\/:~2.><+4

£, =AM
0, (2

?,)' (@l@
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Bsp. 17) Begriinde rechnerisch, ob der Punkt auf der gegebenen Geraden liegt.

a. g:3x—2y=10 — P, =(2|-2),P,=(-1]-3) b. g:-5x+4y=-1 — P, =(1]-1),P, = (1|1)
> 5 _ s 3 Tl -)-
4" T,y = P S+)‘w( D= -A .
2.0 —0-(-2)=AC D o4& = A Y“{‘(\
S ‘\—/"\/*"' ( g & \x ) N
4 G =AC ; ~ —Y £-A
(‘ —+ f — L\ /,
A;) = /,\J \l/ /“\) . \ ; 2 — ‘./(
__,:‘—/' S~—""X I ( -
>, | = - A s
. QA -2-(-2)7A0 5 dSd 2D
-3 + £ =AC » €S
2 +AC
3. Zusammenfassung: Geradengleichungen
Parameterdarstellung Normalvektorform
gX=P+t-a =1 8 g: n-X=mn-P
—’
o Der Punkt P kann n
a lbernommen werden. g
P /p
Richtungsvektor von g: )
L, (1 Ausrechnen a
d= Punkt auf g: 2
(k) P = (0]d) Skalarprodukt i (b)

a1l ()

Lineare Funktion (Hauptform)

giy=kx+d

UMFORMEN

g
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Bemerkung: Eine Geradengleichung der Form g: x = ¢
beschreibt eine senkrechte Gerade. Diese kann nicht als lineare

A
Funktion geschrieben werden!!! 24 Y
= Allgemeine Form: g:x =1 11
» Parameterform: g: X = (3) +t- (2) . 5 g: X=:1 X
=  Normalvektorform: ((1)) : (;) = (é) : (5) »>x=1 414 .
-1-.

Bsp. 18) Gib die Gerade in der Parameterdarstellung an.
a. g:5x+y=15

- s o b. g: _2’f+.6y=14._Q/- -
) -0 DR | @ ~BL-(9)

@3 Pc-;jg ~=3y-O e (2) @@c—% = =4 Y =3 = (;/('2)

N = (@ il (i@ & X~ (7?5 +T (@

Bsp. 19) Gib die Gerade in der Normalvektorform und allgemeinen Form an.
o gx =)+ (3) b g:x =) +e-(3)
w= () w= ()
> (AR E) > AR-00)
~x+y =&

Bsp. 20) Eine Gerade ist in der Form g: y = kx + d. Gib die Gerade in der Parameterform an.
a. gry=-2x+7

b. g-y=7x+12

@, \ct—?_ = E‘Ef(ﬁ @@,(@
@ Fee=(?) | ) SPG&:C@ ./,>
Coi9ad | a1l
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Bsp. 21) Eine Gerade ist durch die Punkte A und B gegeben. Gib diese Gerade (1) in
Parameterdarstellung, (2) in Normalvektordarstellung, (3) in allgemeiner Form und (4) als lineare

Funktion an.

a. g: A=(=719),B = (=5|5)
@ Ad= () 1)
ek ('3) TJ((“‘D
%)
HIORGRT

S

(> Zxry=-
@ e =

-9

b. g A—(3|1) B = (10| —

QH"W
o, = ©RES
®Ow=0)
1% G- (3

@) il ’X*q

-

Bsp. 22) Gib die Gleichung der a.) x-Achse, b.) y-Achse in Parameterdarstellung, in
Normalvektordarstellung, in allgemeiner Form und (wenn moglich) als lineare Funktion an.

a. x —Achse

9 ;:’\/~(’> T se-Adne = (\)
Chw«(g

5 (DD
@ »-0

b. y — Achse

Cé?%ﬁ P=(9)

@ NicuT MO GL(CH‘
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4, Lagebeziehung von Geraden

Zwei Geraden kdnnen in R? genau einen, keinen oder unendlich viele Punkt(e) gemeinsam haben. Daher
ergeben sich folgende Lagebeziehungen:

1. Fall
SCHNEIDEND

2. Fall
(ECHT) PARALLEL

3. Fall
IDENTISCH

Die Geraden sind schneidend und haben
genau einen gemeinsamen Schnittpunkt.

Die Geraden sind (echt) parallel und haben
keinen gemeinsamen Punkt.

Die Geraden sind identisch und haben unendlich
viele Punkt gemeinsam.

N
7

012\145

W

N

N\

4.1 Parameterdarstellung:

Schritt 1: Sind zwei Geraden in Parameterdarstellung gegeben, betrachten wir zuerst ihre Richtungsvektoren.

e Sind diese parallel zueinander, so sind auch die Geraden parallel zueinander (-> Fall 2/3: parallel oder ident).
e Sind die Geraden nicht parallel, so sind sie schneidend (-> Fall 1: schneidend)

PARALLEL bedeutet: Die beiden Richtungsvektoren der beiden Geraden sind Vielfache voneinander!!!

gx'= (_16)+t'(_24)

mx=(Zg)+s ()

- g #hda (_24) und (3) keine Vielfache

voneinander sind.

Daraus folgt, dass die Geraden sich gegenseitig
schneiden und es genau einen Schnittpunkt gibt.

4

sr=()re()
= () e (9
~oinaaz-()= (9

Daraus folgt, dass die Geraden entweder parallel oder ident sind.

4

Schritt 2: Berechnung des Schnittpunktes

Setze die Geraden g und h gleich (SCHNEIDE):

g=nh

(Co)+e (5= (C5)+s(

Daraus entstehen ein Gleichungssystem mit zwei

Variablen:
[P 1+2t=-2+s
||]: —6—4t=—-5+3s

Dieses Gleichungssystem kann mit den bekannten

Verfahren (Additions-, Einsetzungs- und

Gleichsetzungsverfahren) rechnerisch gelést werden.

- daraus folgt: s = 1,t = —1

Da der Schnittpunkt auf beiden Geraden liegt, kann
man s in h oder t in g einsetzen und erhélt den

Schnittpunkt:
2

Ing:S=(:5)+1-(§)=(—1|—2)

liegt!!

Schritt 2: Uberpriifung: IDENT oder PARALLEL
Uberpriife, ob der gegebene Punkt einer Geraden auch auf der anderen Geraden

g:X = (;)+t(i)
h:X = (1) +s-(g)
Punkt (é) in Gerade h einsetzen:
5=+ ()
1=1+6s->5=0

dl
3=4+25—>s=—§

Die beiden Werte fiir s sind

parallel.

Daraus entstehen zwei Gleichungen:

unterschiedlich -> somit sind g und h

sx= ()

nx=(3)+s(5)

) in Gerade h einsetzen:

&=+
Daraus entstehen zwei Gleichungen:

7=14+6s->5s=1
6=4+2s->s5s=1

Punkt (Z

Die beiden Werte fiir s sind gleich ->
somit sind g und h ident.

Bemerkung: Ist eine Gerade in der Normalvektorform gegeben, so kannst du sie in die
Parameterform umwandeln bzw. den Richtungsvektor der Geraden bestimmen.
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Bsp. 23) Ermittle die Lagebeziehung der Geraden.

gx=(+e(3) hx=(3)+s-(2) gix=(3)+e-() px=()+s (1)

¥ &) D i@yl 5 goaBlb ke 26l

OE)(s(Y) e
= SChpeipeo D P %@_é |0OEXIT
T-¢=8 D g=-5_

(8

wr=@re() (Do) o=@ =6 es ()
Qm<”><7“ww (D) H (D)

ideak
@ -CA)+s3)
S SN IN=TvE 819

L RBED S HPALALLEL
IA:S’\’ZSQS;"Z h

Bsp. 24) Berechne den Schnittpunkt der Geraden.

re@ee(3)  eeQee@ [elmcma=(5)]  sle-aoi-G)
@@)%(’% §X= (9 T Wy <= <>*5°<
o) ,S;i- , @%'“\“

= b+lg ,_\'; &*4%;":% @"’) 5
N (SOAE P00

(e’

27r-2=% — o f=02c D Q=-
]I"T~2‘T:'Q\93 /g;—qgm 'iL :—\': g;TS’ -/:(
Tar-ises ) B Q .. NI
i ey | _(é = (8)-A: (=8
AS .o/ 1R 5= L5
”31;/;%» M- gc(g wC CI) /”(3 (’S . Z) (- (92_- (’
= et S= ()N ()= (6
Bsp. 25) Berechne den Schnittpunkt der Geraden.
g:X h:3x —2y =3 g:X=(i)+t-(i) h: 5x+3y =3
<==A- u*\/_i\b -gﬁ\/—\)‘“\’
@ 2 (A-23) -2 (A+) 23 ;Zw )5+ (D=3
a-gt-2-21 =2, = *%2;3:933
_g,%‘\"?) } Q’(— —3¢
“87=% 2o=
T:'/( /\/ =778 & 25
= 5=(3) 528 (A)

255 :C'/D "A'(_b:(/\ @ =(0pS|-0X)
ol Se\W? 3/\-’2-0;/ Pl S 0735 +2025)=375-0pS =2 /

Geraden im R? A2 voao /‘6




Bsp. 26) Berechne den Schnittpunkt der Geraden.

g:2x+5y=-2
S_ LX*S\ =2 i

h:—4x + 3y =30

T - ¥3y =320 — S;<—6\2
3 (‘(KT/fU7-—(Y B )
T —x +3, 730 2 0., .
Ny =26 @“J& ’éﬁﬂ:
=7 ~ (-0 ¥3°2=
= W 6= 320
oo L 2= +A0=-2
>=-6

gix—y=-2 h:x+y=4
NN
Tty b Z* S=(A)3)
?=x= -
=t Tsle o T
T N-y=2
o3 A=y AAES \/
._\/.,—-5
+=3

Bsp. 27) Bestimme die Lagebeziehung der Geraden.

g x=())+c(3) b x—3y=-10

6 (5) > &(=3)
E#(3)

= ScoNEIEND

wx=(hre ()

h: —x+6y-—10

@ 0\'\ (- > @V (3
V(5 (%\,%WQ,QQ o b

@ G=CNeh?

~ (-~ -\r@‘(’b; N

= PAR ALar

—

5. Schnittwinkel von Geraden

Zwei einander schneidende Geraden schlieRen miteinander vier Winkel
ein, wobei jeweils zwei davon gleich sind. In vielen Fallen handelt es sich
um einen spitzen und einen stumpfen Winkel. Da der Winkel a eindeutig

sein sollte, hat man sich auf folgende Eigenschaft geeinigt:

0°<a<90°

Der Winkel zwischen den beiden Geraden wird mit Hilfe der bekannten
Vektor-Winkel-Formel mit den zwei Richtungsvektoren g und h der

«Q

Geraden berechnet:

Bsp. 28) Berechne den Schnittwinkel der Geraden g und h.

gix=(1)+e- (3%( 5 hx=(;5)+s (5)
L= ((rﬁ(" K (%C‘
L2 10

= L= fgo-10pt= Ype

g=X=(

\t

n

—WICHT

J= ﬁ“M( %030> MOGLL
@3) @)\ c)

/,’\J\' ~ :
- 4 //

D@ O |

Geraden im R?

(R




6. Normalabstand einer Geraden

Der Abstand d(P, g) eines Punktes von einer Geraden g ist der Normalabstand. Das ist der kiirzest mégliche

Abstand des Punktes von der Geraden.

Musterbeispiel: Berechne den Abstand des Punktes P = (0|3) von der Geraden g: X = (_12) +t (;)

1. Schritt: Skizze erstellen

Der Abstand d(P, g) liegt auf einer Geraden n, die
normal auf g steht und durch P verlduft. Sie schneidet
g in einem Schnittpunkt S.

n}\\< Ay | | .

- 2 | 1
Du erkennst: d(P, g) = |PS|
2. Schritt: Erstelle eine Gerade n, die normal auf g
steht und durch den Punkt P geht.
D.h. der Richtungsvektor dieser normalen Geraden n
entspricht dem Normalvektor von der Geraden g.
3. Schritt: Berechne den Schnittpunkt S der beiden g=n
Geraden, indem du die beiden Geraden gleich setzt. 1 2 0 3
() +eG)=G)+s ()
Lose das entstandene Gleichungssystem mit Hilfe || 1+42t=3s
eines Losungsverfahrens (Additions-, Gleichsetzungs- [|: —243t=3-2s
und Einsetzungsverfahren). | 2t—3s=-11-2
I|: 3t+2s=5 |-3
Geraden g und n gleich setzen | 4t—6s=-2|2
[l 9t+6s=15 |-3

13t=13->t=1

Additionsverfahren

Einsetzen in die 1.Gleichung:1+2-1=3s->s=1

Einsetzen in Gerade g: Schnittpunkt § = (_12) +1- (;) = (3]1)

—>S§ = (3|1)

4. Schritt: Der Normalabstand entspricht nun der Lange
(=Betrag) des Vektors vom Punkt S zum Punkt P.

d(P, g) = |PS|

R=s-r=()-0)-()
d(P,g) = |PS| = /32 +(-2)? =V13 ~ 3,61
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Bsp. 29) Bestimme den Abstand der Geraden G zum Punkt P.

"g:X=(§)+t-(_31) P=(07)

@ ﬁg,’ V’D D neX= (%*S(@
@ «
(WFY «) ('Dfﬁ(v

T 243t=5
T3-t=2+%s

T avs=12
T-1-3s-¢ |12
T at-s=2
1239 =A2

HS-= (3,1-(*/5 (3 ("(\ (Ale)
3 Ps=(A)
S d(P): GG =023 46

g:2x—4y =6 P = (3|5)

e =CGNEA)
ne>< (Q*S ('D

(Da=sy

: <= 3rS
Ne b A =5- A

m\ge)\x\o‘i)\’&ﬂ

6\-23 (ZD+8% ()
~Ne+10e= 6

A0 =20
’ng
- (D@ =W
@ &-&)
SR (ARNEES
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