[ OSONGEN

Ungleichungen

Video 1/8
1. Wiederholung Mengenlehre

Eine Menge besteht in der Mathematik aus Elementen.

% x € M ... Das Objekt x ist ein Element der Menge M
% x & M ... Das Objekt x ist kein Element der Menge M

Die leere Menge, die keine Elemente hat, wird in der Form { } geschrieben.

Beispiele:
= Menge der natiirlichen Zahlen: N = {0; 1; 2; ...} » Beispiel:x =2 > x €N
= Menge der ganzen Zahlen: Z = {... ... —3;-2;—-10;1;2;3...} » Beispiel:x=14->x¢Z

ZAHLENMENGEN
= Menge der natiirlichen Zahlen: N = {0,1, 2,3, ...}
»  Menge der ganzen Zahlen: Z = {...,-3,—-2,—-1,0,1,2,3, ...}
= Menge der rationalen Zahlen: Q = {bg la,b €Z,b +# 0}

Alle rationalen Zahlen kénnen als Bruch dargestellt werden. Ein Bruch kann immer in eine endliche
oder periodische (unendlich lang, aber periodisch) Dezimalzahl umgewandelt werden.

= Menge der irrationalen Zahlen I: Alle Dezimalzahlen, die unendlich lang UND niemals periodisch sind.

Beispiele: V2 ,7,V7, ...
= Menge der reellen Zahlen R (= Alle Dezimalzahlen).
Die reellen Zahlen ergeben sich aus den rationalen Zahlen (endliche & periodische Dezimalzahlen) UND

den irrationalen Zahlen (nicht periodische, unendliche Dezimalzahlen)

INDEX BEI ZAHLENMENGEN

> Menge der positiven natiirlichen Zahlen: N* = {1, 2,3, ...} - ohne 0!
» Menge der geraden ganzen Zahlen: Z, = {..,—4,-2,0,2,4,..}

» Menge der ungeraden ganzen Zahlen: Z,, = {...,—5,-3,-1,1,3,5, ...}
» Menge der positiven rationalen Zahlen: Q*

» Menge der negativen rationalen Zahlen: Q~

DARSTELLUNG VON MENGEN

= Aufzihlende Darstellung (beliebige Reihenfolge, meist sortiert) z.B. M = {1; 3; 5; 7; 9}
= Beschreibende Darstellung — Elemente werden durch eine gemeinsame Eigenschaft angegeben:

Bsp:A={xeN|2<x<7}
,X ist ein Element aus der Menge der natirlichen Zahlen und ist gréRer gleich 2 und kleiner gleich 7“
A={xeN|2<x<7}=1{2;3;4,5;6;7}

Beschreibende Darstellung \

= |ntervallschreibweise — Bei reellen Intervallen kann die Menge mittels Intervallschreibweise dargestellt
werden. Eine eckige Klammer bedeutet, dass die Randzahl in der Menge enthalten ist. Eine offene
Klammer bedeutet, dass die Randzahl nicht enthalten ist. Beim Zahlenstrahl wird dies folgendermalen

Aufzdhlende Darstellung

dargestellt:

@ ... Zahl gehort zum Intervall (=abgeschlossen)
O ... Zahl gehért NICHT zum Intervall (=offen)
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Zur Erinnerung:

" [3;8]={xeR|3<x<8}
n (—24]={xeR|-2<x<4}

Bsp. 1) Gib die Menge jeweils in aufzahlender Darstellung an.

A={xeNu|5Sx<10}=g‘B.
I

793

B={x€eN|xteilt 30} = g,({zl.gi.g'.éi 40' AS:3Q

c={xEN|—55x<2}=§O\,Xg D={er|—5Sx<2}=g'5 -L\‘_-g;_z;_A{o‘_%
E={xENg|1<xS9}=§2'-Crl,é(.83 F={xeNF\Lx2:9}=§T?S
T m e

Bsp. 2) Gib die Menge jeweils in beschreibender Darstellung an.

A=1{3;4;5;6} =g;<€ ,\\) \3 < Qé’%

ng

B ={2;4:6;8) g«_‘\\) \2¢

c=t-a-m-n=SeZl-Bex -2

D ={1; 2;4;8;16}=Q N\ TQAL* /(65

Bsp. 3) Reelle Intervalle: Intervallschreibweise — Mengenschreibweise

a. A={xeR|1=<x<3}=[4,3§
b. B={xe1m|1<xs4}=(4'.@
c. C={xeR|l-2<x=<-1}=(2,-A\
d. D={xeR|-11<x<13}=(-44,/2)

e. E={xeR|lx=<3}= (-0 3T

a.

b.

A=[51) =5 cR T < A2
B =(-3-2) =f el -3¢ -3
¢=(-124] =S ==K | A= €4%

= [3;10] =§,<éﬁ\7 )géxé/(og
E= (-3 =Src R] xc2]

Bsp. 4) Gib zuerst in Intervallschreibweise / Mengenschreibweise an. Stelle das reelle Intervall

am Zahlenstrahl dar.

a. A={x€lR{|—1SxS4}=[j-4'.43

b. B=[-3;5) = swe R -3¢ <53
c. C={xelR|1<xSZ}=(/(,"23

d. D={xeR-3<x=<0}=(2.0}

e E=(39=ZeR|2c=2d3

f. F={xER|—2<x<3}=<’Z}®

THEORIE: Ungleichungen
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2. Lineare Ungleichungen Video 2/8

Unter einer linearen Ungleichung versteht man einen Ausdruck, in dem eines der
Ordnungsrelationszeichen <, <, > oder = vorkommt, z.B.:

= 3x 4+ 6 < 9 lineare Ungleichung mit einer Variablen oder
=  3x + 5y < 8 lineare Ungleichung in zwei Variablen

Wie beim Losen von linearen Gleichungen werden auch bei Linearen Ungleichungen dieselben
Aquivalenzumformungen verwendet. Einen Unterschied gibt es jedoch:

Wird mit einem negativen Wert multipliziert bzw. dividiert (# 0), so dreht sich das
Ordnungsrelationszeichen um.

—4x <8 |:(—4) —x>=5 |-(-1) —50x <100 |:(-50)
x> =2 x <5 x=-2

Die Losung bzw. die Lésungsmenge einer linearen Ungleichung ist im Regelfall kein einzelner Wert,
sondern ein Zahlenbereich, der in Mengen- oder Intervallschreibweise angegeben wird. Auf der
Zahlengeraden kann die Lésung graphisch veranschaulicht werden.

WICHTIG: Beachte immer die angegebene Grundmenge!!! Die Grundmenge G legt die Menge jener
Zahlen fest, die als mogliche Losung fiir die Ungleichung erlaubt ist. Wenn die Lésung der Ungleichung
keine Elemente der Grundmenge besitzt, so ist die Losungsmenge stets die leere Menge L = { }.

" G=N:x<5- L=1{0,1,23,4)}

» G=Z:x<5- L={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}

" (=R x<5- L=(—x;5)
Ist die Grundmenge aus den natiirlichen oder ganzen Zahlen, so kann die Losungsmenge im
aufzdhlenden UND im beschreibenden Verfahren angegeben werden.

Ist die Grundmenge aus den reellen Zahlen, so kann die Losungsmenge im beschreibenden Verfahren
UND in der Intervallschreibweise angegeben werden.

a. Losen linearer Ungleichungen

Beim rechten Beispiel muss das Ungleichheitszeichen umgedreht werden! Bei den Beispielen gilt

jeweils G = Q.

6 x=1)+1>3x4:13
6x—6+1>3x+13
6x—5>3x+13|—3x,+5
3x>18|:3
x>6

5—x<2-(4+x)
5—x<8+4+2x |—2x,-5
—3x<3|:(-3)
x=-1

o L ={x € R|x = —1} ... Mengenschreibweise
L ={x € R|x > 6} .. Mengenschreibweise
. . L = [—1,40) ... Intervallschreibweise
L = (6,400) ... Intervallschreibweise

THEORIE: Ungleichungen Seite 3von 13



Spezialfille linearer Ungleichungen

Fall 1: Die Ungleichung ist — flir alle méglichen Werte —immer falsch. -> L = { }

3x+7>3x+8|—3x
7>8
falsche Aussage -> L = {}

Losungsmenge = Grundmenge

Fall 2: Die Ungleichung ist — flir alle moglichen Werte —immer richtig. ->

2x+1<2x+2 |—2x
1<2
wahre Aussage ->L = G

Bsp. 5) Gib die Lésungsmenge L in Mengenschreibweise (aufzihlend und/oder beschreibend) und falls maoglich in

Intervallschreibweise an.

a. —4x—14<16+2xl~ c?:w b. 3-(bv +49)=9-2v—-3) G=R | x_f>%x G =1,
—6x-Ak< A6 \+AG AR+ A2 2 S~ =28, 3 leA2
—6 =< 301:¢-6) Nz =23 \/ &
] = b-(<+9 >33
~>-5 ,
| [ =G=R b2 T =%
(=0 42,3, 20 >3x |'5
’ 4, > ><
[~ Exe W|x>-58 ~<4

(=§..;~42033
[=$xe2|~<43

1 A6

d. 23-(5-x) < 12

232-C+ x <A2

—

G=R

/‘lgfxc/{?_ \ =4S

R
L(~=-6)
Z’:g;e(@( < ‘6\2

e. —>-(x—-6)<6 |o(Y=1
<=6 > |+6
< > =6

Z,‘?Sr 4“ -AQ" —2;~-~2
Z/: S~ e? | <> -62

f. —14x+16<72] G=R
~N4x<56 1:¢A9
=

(- SieRl=>-43

é:(;4l.+,,0>
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Bsp. 6) Lose die Ungleichung mit G = IR, gib die Losungsmenge in Mengen- und Intervallschreibweise an und

stelle sie graphisch am Zahlenstrahl dar.

a. Bx+2)-2x—-1)<6bx-(x+1)

BBl -2 ~2<8E +6< |6

—~5x-2<0 %
4 \:(~9)

2

M BT

Z=g><é‘ R 7"%%
L=C‘%;”")

b. Bx+1)%?—-3>x-(9x—2)+2x

Kb A-32 2R g
GE=-2 20 (2
G 22 16

I > o L5
- - —4,’\0 1 2 3 L % - 01 4 2 23 (& 5
A
oYA =
¢ Z+I-1<1+4x |ofQ2 d. ERcEE o2

4>< 4—3>< ’/(Z-C/AZ*AZX \"'/(2,‘/‘2><
~ 524 169
~2-48
(= Exe Rl >-483
L:;E(r!gf *’O%

| \ Y 1 ' g

__S ,\\ ~x4 :3 -2 =4 ©

-43

V(-8 . +AD) < 2o(AZ~ (<)
=264 <=3 <26 -8x |+8~, 30
b <~6 (A0
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b. Lineare Ungleichungssysteme Video 3/8

L)
51
Zwei lineare Ungleichungen kdnnen zu einem linearen Ungleichungssystem zusammengefasst _:_=:'-
werden. Als Lésung kommen nur Zahlen in Frage, die beide Ungleichungen erfllen. -

Bsp. 7) Bestimme mit G = R die Losungsmenge des Ungleichungssystems und stelle sie graphisch am
Zahlenstrahl dar.

a. x+4>-1 A 4—-3x=>13

v/ v
X464 >-4 G2 2AZ\G
O T gt P R ("9
¢ o |
Ix=5 VIV

é: g\xe (R | <>-S /\'/,x é‘é%:gxeﬂa\"5<xé»3?5=<-S;—33

L
<T o

{ o/ | i \ {

. i | 1
3> 6 -5 - -3 5 4 O A <o

-

b. —4x—2§—2 AN 2x—4< -3

—§ -2<-2 w2 B Gre—= i

el W Z*é_f\( L
L =<>0 Iﬁ
. e
[~Fe R (O<=<338-(0i2
L
et O —3

{ 1 1 ! 1 \ 1 1 T'>
-4 O OA4 Oz ©% O Os 06

! (

c. 3-(2x—4)+10x—2<18 A (—2)-(5x—4) < 12

6 < M+ 4Ox- 2< 48 X_A[)x +8< M 1-&
NG~ ~Nb <A8 VAG ~AO~< 4 |(:(-f0O
A6 =32 146 T <>-0%
L x<% -

(=SR]0t <> £22=(-Obs2)
L L
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c. Textungleichungen

Viele Textaufgaben flihren zu Ungleichungen.

1. Waihle eine — der Aufgabenstellung entsprechend — passende Grundmenge.
Schreibe die Textungleichung nun mathematisch als Ungleichung an.

2.
3. Lose die Ungleichung.
4. Formuliere eine Antwort.

Video 4/8

Bsp. 8) Wihle eine passende Grundmenge. Lose die Textaufgabe. Schreibe eine Antwort.

a. Der Umfang eines Rechtecks ist grofer als 36 cm. Die
ldngere Seite ist um 2 cm langer als die kiirzere. Wie lang
kann die kiirzere Rechteckseite sein?

0=2+2b a=bre

0=2-(x2)+2b
O AT Q(Z/\o
L= Hork

> Gio+s 26 [+
p>22 14

b >Eem

%ﬁ&’i @Q() ?{{vm\g/

h. Prof. Pi besitzt den Lehrer-Handytarif, bei dem er eine
Grundgebtihr von 5 Euro bezahlen muss. Pro SMS werden
aber 5 Cent fillig. Prof. Pi mdchte aber maximal 10 Euro
pro Monat ausgeben. Wie viele SMS darf er pro Monat
verschicken?

G =S € Ero S B :CJ\,’U‘_')@
Acnshld SMS
- )
) ~ N v . __r
B +QO 0% 0= £AO (-5
0080 <5 11005

e EACO

/me\{ R\ o@&} i A0 SME
(Servpafon'

Bsp. 9) Welche reellen Zahlen kommen in Frage? Lose mittels einer Ungleichung.

a. Dividiert man eine Zahl durch 8, so erhalt man
hdochstens 11.

g M8
XEKRK
LQC—DOQ'KSS

b. Wenn man von 12 die Halfte der Zahl subtrahiert,
erhalt man weniger als 24.

N2 -5 <24 \ 2

b= 48 \ =24
= 2.4 (1)

<> 24

Z/’ (-—2(11 +W)
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d. Lineare Ungleichungen mit zwei Variablen Video 5/8 @ I_Mc.éﬁ ﬂ.""
Musterbeispiel: Bestimme die Losungsmenge der Ungleichung y + 3 < x und stelle 12 o J
. . 1-
sie graphisch dar.
Brapiliseiya i _‘E-

Bemerkung: Die L6sungsmenge besteht nun nicht nur aus einzelnen Zahlen, sondern aus Zahlenpaaren x|y).

Fiir die Ungleichung y + 3 < x ist z.B. eine Losung (15|1),dagilt: 1 + 3 <15 & 4 < 15 wahre Aussage

Die Losungsmenge besteht aus allen Zahlenpaaren, die diese Bedingung erfiillen:

L={x|y)|y+3<xmitx,y € R}

Vorgangsweise:

1. Forme die Ungleichung nach y um.
Zeichne nun die zugehorige Gerade (lineare Funktion) ein, indem du statt dem Ungleichheitszeichen
ein Gleichheitszeichen setzt.
a. bei < oder =: durchgezogene Linie (Punkte auf der Geraden gehdéren zur Losungsmenge!!!)
b. bei < oder >: strichlierte Linie (Punkte auf der Geraden gehdren nicht zur Losungsmenge!!!)
3. Nun musst du entscheiden, ob die weitere Losungsmenge unterhalb oder oberhalb der Geraden liegt:
a. bei < oder <:unterhalb der Gerade!!!
b. bei > oder >: oberhalb der Gerade!!!

y<x—3 y>05x—1
Diese Losungsenge besteht aus allen Punkten (x|y), die | Diese Losungsenge besteht aus allen Punkten (x|y), die
auf oder unter (wegen dem kleiner!!) der Geraden oberhalb (wegen dem groRer!) der Geraden
mit y = x — 3 liegen. Zum Einzeichnen der Gerade mity = 0,5x — 1 liegen.

Iemniist dil e als lineske Funktion f) = & — & deliten, Bemerkung: Die Punkte auf der Gerade gehdren NICHT

N zur Losungsmenge (= strichliert zeichnen!)
' ~
2
3
1 v < 2
2
N
7
-1 0 1 2 3 4 5 1
-1 N
-1 0 1 2 3 4 5
-2 -1 o -
y < 0,5x — 1
-3 -2
-4 -3

Bsp. 10) Ermittle die Lésungsmenge der Ungleichung mit x, ¥ € R und stelle diese graphisch dar.

a. x—4y<4 b, 2x—y>-1

¢ 2x+y+220 d. x-3y<3
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Video6/g8 ~ TENK [ AT

Bsp. 11) Ermittle die lineare Ungleichung in einer Variablen.

/

f— , B b0l
S

-1 0 1'
G i ek 50

-50 0

=50
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e. Lineare Ungleichungssysteme mit zwei Variablen

Vorgangsweise:

1. Forme beide Ungleichungen nach y um.

2. Zeichne nun bei beiden Ungleichungen die zugehdrige Gerade (lineare Funktion) ein:
a. bei < oder =: durchgezogene Linie (Punkte auf der Geraden gehdren zur Lésungsmenge!!!)
b. bei < oder >: strichlierte Linie (Punkte auf der Geraden gehdren nicht zur Lésungsmenge!!l)
3. Markiere nun die restliche Lésungsmenge der beiden Ungleichungen mit unterschiedlichen Farben:
a. bei < oder <:unterhalb der Gerade!!l
b. bei > oder >: oberhalb der Gerade!!!
4. Die Schnittmenge der beiden Ungleichungen sind nun alle Punkte, die in BEIDEN Ldsungsmengen

vorkommen. Markiere die Schnittmenge mit einer dritten Farbe.

Musterbeispiel: Stelle die Schnittmenge der beiden Losungsmengen der Ungleichungen graphisch dar.

—2x<6-2y A 4x—4y>8

Schritt 1: Beide Ungleichungen nach y umformen.

—2x<6—-2y |+2y,+2x 4x —4y <8 | —4x
2y<2x+6 |:2 —4y <4x+8 |:(—4)
Y=g+ 2
! .‘;;.

Bsp. 12) Stelle die Schnittmenge der beiden Losungsmengen der Ungleichungen graphisch dar.

a. —3x<5—-y A x—4y>0 b. 3x—4y>8 A x+2y<4
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Bsp. 13) Gib das zur Lésungsmenge passende System zweier linearer Ungleichungen an.

- '\/5‘- =P *—g

2
1 4 = A
Y7 2 v> o2
3. Betragsungleichungen Ok
. f: )
Fiir @ > 0 gilt: L gl
mic
» |x| < a:Der Abstand der Zahl x von O ist kleiner als a, also: |x| < a & —a<x<a f 3 |—
- N
1x|<2 [=]
> —0 o—
Ixl < 3 2 -1 _0 1 2 3
-2<x<2

» |x| < a:Der Abstand der Zahl x von 0 ist hdchstens a, also: [x| <a & —a<x<a

|X|<3
|x] <3 - @ @ -
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-3<Xx<3

» |x| > a:Der Abstand der Zahl x von 0 ist gréRer als a, also: |[x| > a © x < —aoderx > a

x[>2
|x| > 2 - © - - - -
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
% P X>2
= |x| = a:Der Abstand der Zahl x von 0 betrdgt mindestens a, also:x > a & x < —aoderx =>a
|x|21
e © ; @ S
el 21 4 =3 =2 =4 0 1 2..3 4
X < -1 X1
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Musterbeispiele: Lose die Betragsungleichungen in der Menge R.

Variante 1: < oder <

Kommt bei der Betragsungleichung ein < oder < vor,
so brauchst du keine Fallunterscheidung machen, da
du die Aquivalenzumformungen direkt auf der linken
und rechten Seite anwenden kannst:

|[4x — 10| < 6
—-6<4x—-10<6 |+10
4<4x<16 |:4
1<x<4
L=(1;4)

Variante 2: > oder >

Kommt bei der Betragsungleichung ein > oder > vor,
musst du eine Fallunterscheidung machen und jeden
einzelnen Fall separat l6sen:

|5x + 20| > 10
Fall 1: 5x + 20 < —-10 |—20
5x < —-30 EX:
x < —6
Ly = (—o0; —6]
Fall2:5x +20>=10 |—20
5x = —10 |:+5
x = —2
Ly = [-2;+0)

L=Li UL, = (—0;—6] U[—2;+»)

Bsp. 14) Lose die Betragsungleichung mit G = R. Stelle die Lésungsmenge auf einem Zahlenstrahl

dar.
a. |x| <3 b. |x|>2 OCOER.
- A _© J :
"?xé@ \:3@«3% - %_xefl\x<‘2 \/><72E

w
Ll

4 3 2 -4 0 1 2

c. |x]|<15

= e R\ A5 <xA 3

4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

d. |x] =05

‘g‘xe@\ﬂ‘-—@gg

4 3 -2 -4 0 1 2 3 4

THEORIE: Ungleichungen
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Bsp. 15) Lose die Betragsungleichung mit G = R.

a. |2x—6]<12
—A2£2-6 <A 1+6
-6 € < A8 2
=RE st

(LTS

b, 9% ¥ 45 < 225
~22 8 < Du+(5<XB|-¢5
- 27< 9% < A8 ()
L EEPEal
< <3
{ ~(-2:3)

c. |4x+8]> 32
4x+g<”32 |\ -&
<< —60 )4
<< - AO
L4=(—voi,/(o)
T;QQZ (st B>32 \-&
4><>2(1 |- G
3526

L (6+9
[ =(=7-49) 0 (6;+~)

d. |-10x—30] =70

FLA

O -3 £0 |¥30
—AOx € ~40]:C12)
<> &

14254; ra%

};QQ? —AD=-230270 K30
o _ 4O <2 A00 V:(-4d
x%=A0

(,= (- ~1S)

(= (=243 o T4+ )
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