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Quellennachweis:

= Alle Theorieteile wurden von mir geschrieben. Alle Aufgaben wurden von mir erstellt.
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= Die QR-Codes in den Skripten wurden mit ,,QR-Code-Generator” erstellt.

Lizenzbedingungen:

Vielen Lieben Dank, dass du dich fir mein Material entschieden hast. Ich wiirde mich freuen, wenn
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Dritte weitergeben. Grafiken diirfen NICHT herauskopiert werden.

Hast du Fragen, Wiinsche oder Anregungen zu meinen Unterrichtsmaterialien, kannst du mich gerne
auf Instagram (prof. tegischer) oder per Mail kontaktieren (lukastegischer5@gmx.at). Auf meiner
Homepage prof-tegischer.com findest du weitere Informationen zu meinen Materialien. Ich wiirde
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Die Winkelfunktionen

Vorwissen aus der Unterstufe: Video 1/7

= Umfang eines Kreises: u = 2rm

rna

= Lange eines Kreisbogens b mit Winkel a: b = Tso

1. Ein weiteres Winkelmal3: Das BogenmaR

Bisher haben wir Winkel im GradmaR gemessen. Ein rechter Winkel entspricht dabei 90°. Ein voller
Winkel 360°. Wie der Name ,,GradmaR” bereits sagt, werden die Winkel in der Einheit Grad °
angegeben.

Definition (Bogenmal})
Das Bogenmal’ eines Winkels ist das Verhaltnis der Lange

des zum Winkel gehérigen Kreisbogens b und dessen
Radius r: GradmafR b
= g

(Einheit: Radiant — kurz: rad)

Radius r

Zusammenhang: GradmaR & BogenmaR am Einheitskreis:
Beim Einheitskreis ist der Radius r = 1. Fiir die Berechnung des Kreisbogens gilt:
b b )
YTrT1T

Im Einheitskreis entspricht somit die Lange des Kreisbogens dem Winkel im Bogenmal!
/1

3 BogenmaR
b

r=10.5 15
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https://www.youtube.com/watch?v=NKH_5UPD_EE&list=PLlXxzjCQJasp6UCk64IvYz-LxaY1H6eEH&index=1

Winkel im BogenmaR = Lange des Kreisbogens am Einheitskreis

= Umfang des Kreisbogens:u =2rmr=2-1-m=2n

a (in°) 0° 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315° 360°
T T 3 3 7
¢ (inrad) | Orad 7 rad > rad Tn rad | mrad %T rad 7” rad Tﬂ rad | 2mrad

=>» Der Winkel 360° entspricht einem vollen Winkel bzw. dem gesamten Kreisumfang. Im BogenmaR
kann man den vollen Winkel mit 27 (in rad) angeben [= gesamter Umfang].

= Der Winkel 90° entspricht einem Viertel von 360° -> es gilt: ¢ = %n = g rad

= Der Winkel 45° enstspricht der Halfte von 90°. Es gilt: ¢ = % = % rad

/N
1350 — 3_71- rad 900 — E ’r'(ld
4 4 2
d 459 = Ll rad
4
0.5
180°|= 7w rad 360°|= 27 rad
1 -0.5 Y 0.5 1.5
-0.5
315° = ™ rad
4
5%
o 20 — 3
225°% = 3 rad 270° — 77" rad

Umrechnungen zwischen dem Grad- und BogenmaR

Fiir die Umrechnungen gilt folgender Zusammenhang am Einheitskreis:

o

Kreisbogen b = ¢ rad = ——
reispogen o = @ rad = 180
o 180°-¢
Umrechnung Bogenmal’ -> Grad: a° = —
Umrechnung Grad -> BogenmaR: ¢ = 7;;(‘;
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Bsp. 1) Rechne das Gradmal ins Bogenmal} um.

a. a=08° b. a=22° c. a=49° d. a=99°

e. a=134° f. a=200° g. a=300° h. a = 359,5°
Bsp. 2) Rechne das Bogenmal’ ins Gradmal} um.

a. ¢ =08rad b. ¢ =0,04rad c. ¢p=6rad d. ¢ =4rad

e. ¢ =33rad f. ¢=204rad g. ¢ =0,005rad h. ¢ =1,78rad
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Seite 3 von 17




2. Sinus, Cosinus- und Tangensfunktion a
. . . . . Video 2/7
2.1 WH: Sinus, Cosinus und Tangens am Einheitskreis #
Jn
y Zu jedem Punkt P = (x|y) auf der Kreislinie des =
Einheitskreises kann man ein rechtwinkliges Dreieck
einzeichnen. Da die Hypotenuse immer dem Radius mit der
Lange 1 entspricht, gilt:
0.5 1
= X = COS((Z) — Ankathete — Ankathete — Ankathete
Hypotenuse 1
a sin(a)
0: 1:5 s _ Gegenkathete _ Gegenkathete __
cosfu) y =sin(a) = Hypotense T = Gegenkathete
Fur einen Punkt P gilt: P = (x]y) = (cos(a)| sin(a))
Y
j Im Punkt (1]|0) des Einheitskreises wird eine zur zweiten Achse
’/ parallele Tangente gelegt und der Kreisradius iber P hinaus
verldngert. Die Lange der Strecke von (1]|0) bis zum
051 =1 Schnittpunkt der verlangerten Hypotenuse mit der Tangente ist
A der Tangenswert des Winkels a:
L
\ 05 0 0:5 15 tan(a) Gegenkathete Gegenkathete c rathet
an(a) = = = Gegenkathete
Ankathete 1 g
-0:5
Besondere Sinus-, Cosinus- und Tangenswerte
a 0° 90° 180° 270° 360°
sin a
cosa
tana
Welchen Wertebereich nehmen Sinus, Cosinus und Tangens in den Quadranten an?
1. Quadrant 2. Quadrant 3. Quadrant 4. Quadrant
0<a<90° 90 < a < 180° 180 < a < 270° 270 < a < 360°
sina
cosa
tan«a
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0.8

=0:2
=0.4
=0:6
-0:8

0.6
0.4
0.2 - o
a i 39 X,
1 -0.8-0.6-0.4-0.2 0.2 04 06 08 1.2

Bsp. 3) Gegeben ist der Einheitskreis. Welche Streckenlangen

entsprechen dem Cosinus-, Sinus- und Tangenswert des Winkels?
Markiere die Strecken mit unterschiedlichen Farben und bestimme

die Werte.

Bsp. 4) Zeichne in den Einheitskreis den gegebenen Winkel. Miss die Werte der drei Winkelfunktionen ab.
Uberpriife mit Technologie.

a=165°

a=206°

a=330°

gemessen TR gemessen TR gemessen TR
sin(165 ©) sin(206 ©) sin(330 ©)
cos(165 °) cos(206 °) cos(330°)
tan(165 °) tan(206 °) tan(330 °)

a=20° a=211° a=144°

gemessen TR gemessen TR gemessen TR
sin(20 ©) sin(211 ©) sin(144 °©)
cos(20 °) cos(211°) cos(144 °)
tan(20 °) tan(211 °) tan(144 °)
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2.2 Erweiterung der Winkelfunktionen

In der flinften Klasse wurden bisher nur Winkelfunktion von 0° bis 360° betrachtet. In weiterer Folge
mochten wir die Winkelfunktionen auf ganz R (fiir alle beliebig groBen Winkel!) definieren. Es stellt
sich nun die Frage, was man unter einem Winkel von @ = 500° oder f§ = —60° versteht?
Wenn man sich die Bewegung eines Punktes P entlang des Einheitskreises vorstellt, so kann man dies
mit Hilfe eines Winkels beschreiben:
=  Bei 500° durchlauft der Punkt den Einheitskreis gegen den Uhrzeigersinn einmal komplett
und bewegt sich anschlieRend noch um 140° weiter.
500° = 360° + 140°

™

sin(140°)=0.64
cos(140°)=-0.77

-25 =2 15

= Bei-60° bewegt sich der Punkt um 60° im Uhrzeigersinn. Betrachtet man die

Winkelfunktionen, so kann man -60° mit 8’ = —60° + 360° = 300° darstellen.
N

y

sin(300°)=-0.87

0.
c0s(300°)=0.5 /:OOO .

-25 =2 -15

=15 .

= Bei 1100° wird der Einheitskreis dreimal gegen den Uhrzeigersinn komplett durchlaufen:
3-360° = 1080°
In der ,vierten” Runde wandert er nun die noch fehlenden 20° weiter.

GradmaR Bogenmal’
sin(a) = sin(a + k - 360°) sin(a) = sin(a + k - 2m)
cos(a) = cos(a + k - 360°) cos(a) = cos(a + k - 2m)
tan(a) = tan(a + k - 360°) tan(a) = tan(a + k - 2m)
Der Sinus-, Cosinus- bzw. Tangenswert andert sich nicht, wenn man
volle Winkel (360° bzw. 21) zum gegebenen Winkel addiert bzw. subtrahiert.

THEORIE: Winkelfunktionen Seite 6 von 17



Bsp. 5) Gegeben ist der Winkel a. Gib alle Winkel im GradmalR UND Bogenmal zwischen 0° und 360°
bzw. [0; 21] an, die denselben Sinuswert wie sin @ annehmen. Mache dir gegebenfalls eine Skizze!

ACHTUNG: Es gibt (fast) immer zwei Winkel, die denselben Sinuswert annehmen!

a. a=910° b. a=436°
0.75 0.75
0.25 0.25
[} 0.25 0.5 0.75 0 025 0.5 0.75
Bsp. 6) Gegeben ist der Winkel a. Gib alle Winkel im Gradmall UND Bogenmal} zwischen 0° und 360°
bzw. [0; 27] an, die denselben Cosinuswert wie cos &« annehmen. Mache dir eine Skizze!
ACHTUNG: Es gibt (fast) immer zwei Winkel, die denselben Cosinuswert annehmen!
a. a=600° b. a=1120°

THEORIE: Winkelfunktionen
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2.3 Graph und Eigenschaften der Winkelfunktionen

Wiederholung:

= Eine gerade Funktion ist symmetrisch bzgl. der y-Achse. Es gilt: f(x) = f(—x)

= Eine ungerade Funktion ist punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs. Es gilt: f(x) = —f(—x)

= Eine Funktion ist periodisch, wenn sich der Graph in gleichen Abstanden immer wieder
genau wiederholt. Es gilt: f(x) = f(x + p) mit der Periode p.

/(3 3
a 0 rad (0°) 3 rad (90°) | mrad (180°) 7” rad (270°) | 2rrad (360°)
sina 0 1 0 -1 0
cosa 1 0 -1 0 1

2.3.1 Die Sinusfunktion f(x) = sin(x) mit kleinster Periodep = 2w - f:R - [—1;1]

N

—37 p=2m

(===~ (%|1)

0.5

Definitionsmenge: D = R
Wertemenge: W = [—1;1]

Nullstellen: sin(x) =0 © x=k'mw mitk€Z

Lokale Maximumstellen: x = §+ k-2m mitk €Z

Lokale Minimumstellen: x = 3;” +k-2nr mitkeZ
Monotonie: streng monoton steigend in: [—g +k-2m; g +k- Zn] mitk €7

Monotonie: streng monoton fallend in: E +k-2m; 3;” +k- Zn] mitk € Z

Symmetrie: Punktsymmetrisch zum Ursprung (Ungerade Funktion) — es gilt: sin(—x) = — sin(x)
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2.3.2 Die Cosinusfunktion f(x) = cos(x) mit kleinster Periodep = 2 - f:R - [—1;1]

™
(=2n|1)  p =27 ](o1)
----- -1
5
=5m | =-4mw |\ =3w [ =2mw -7 0 ™
0.5
=1
Definitionsmenge: D = R
Wertemenge: W = [—1;1]
Nullstellen: cos(x) =0 & x = %+ k-m mitk € Z

Lokale Maximumstellen: x = k-2nm  mitk € Z
Lokale Minimumstellen:x =m+ k-2n mitk €Z
Monotonie: streng monoton steigend in: [T + k- 2m; 2n+ k- 2n] mitk € Z

Monotonie: streng monoton fallend in: [k-2m; T+ k-2m] mitk € Z

Symmetrie: Symmetrisch zur y-Achse (Gerade Funktion) — es gilt: cos(—x) = cos(x) Video 5/7

Die Tangensfunktion nimmt fur ig; + 37”; + 57”, ... keinen Wert an (nicht definiert -> schaue 1,

dir dazu den Einheitskreis an!). Somit ist die Funktion folgendermalen definiert:

Definitionsmenge: D = R\ {g +k- n} mitk €Z 6

Wertemenge: W = R

Nullstellen: tan(x) =0 & x=k-
m mitk€Z

N

Lokale Maximumstellen: keine /{2TI'
Lokale Minimumstellen: keine
Monotonie: streng monoton steigend in D

Symmetrie: Punktsymmetrisch zum Ursprung
(Ungerade Funktion) — es gilt: tan(—x) = —tan (x)
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https://www.youtube.com/watch?v=sjYM51pBZcQ&list=PLlXxzjCQJasp6UCk64IvYz-LxaY1H6eEH&index=4
https://www.youtube.com/watch?v=F2tFEmze_OQ&list=PLlXxzjCQJasp6UCk64IvYz-LxaY1H6eEH&index=5

Bsp. 7) Zeichne die Winkelfunktion mit Hilfe von Technologie und gib die Definitionsmenge, die
Wertemenge, die Nullstellen und Extremstellen an. Untersuche die Funktion auch auf Periodizitat,
Monotonie und Symmetrie. Wie lautet die kleinste Periode?

a. f(x) =sin(3x) b. f(x) =3"-cos(x)

c. f(x)=2-sin(4x) d. f(x) =—-2"-cos(2x)

Zusammenhang: Sinus- und Cosinusfunktion

= Der Graph der Sinusfunktion entspricht dem Graphen der Cosinusfunktion, wenn man diesen

Graph um g parallel zur x-Achse nach rechts verschiebt. Es gilt:

sin(x) = cos (x — g)

= Der Graph der Cosinusfunktion entspricht dem Graphen der Sinusfunktion, wenn man diesen

Graph um g parallel zur x-Achse nach links verschiebt. Es gilt:

cos(x) = sin (x + g)

S

sin(x)
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3. Allgemeine Sinusfunktion der Form f(x) = a - sin(b (x+0c))+d

Video 6/7

Parameter a
= streckt (a > 1) bzw. staucht (0 < a < 1) den Graph
in y-Richtung mit dem Faktor a.
= |sta < 0->Graph wird zusatzlich an der x-Achse
gespiegelt (bzw. falls d # 0: an der Gerade y = d)
= Die Anzahl der Schwingungen verandern sich NICHT!

3sin(x)

Parameter b
= .. kann die Anzahl der Perioden/Schwmgungen
verandern! Der Parameter b gibt die Anzahl der

Schwingungen im Intervall [0; 27] an.
21

Der Graph hat die kleinste Periode p = I

= Istb = 1: p = — = 2m (Ubliche Periode!)
= Isth = 2: p = — = m (Doppelt so viele
Schwmgungen!)
N
1 sin(x) sin(2x)

p=21
= Istb =0,5: p=%=4n

A

Parameter c
.. verursacht eine Verschiebung des
Funktionsgraphen in x-Richtung.
¢ > 0 : Verschiebung um c nach links
¢ < 0 : Verschiebung um c nach rechts

Parameter d
.. verschiebt den Graph in y-Richtung.
d > 0: Verschiebung um d nach oben
d < 0: Verschiebung um d nach unten
Der Graph hat die Ruhelage beiy = d

A sin(x) + 2

P
L sm(x)‘\\

Allgemeine Sinusfunktion selbststidndig skizzieren:

Schritt 1: (Parameter d)

= Istd # 0, markiere eine strichlierte Gerade bei y = d.

= |std = 0, so bleibt die x-Achse das , Zentrum” des Graphen.

Schritt 2: (Parameter c)

= Die Funktion sin(x) geht durch den Ursprung (0]0). Ist ¢ # 0, ,verschiebe” diesen Punkt um den Wert ¢
nach links (> 0) bzw. rechts (< 0). Markiere diesen Punkt (=“Startpunkt”).

THEORIE: Winkelfunktionen
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https://de.serlo.org/1569
https://www.youtube.com/watch?v=SQ5qp0KPdHA&list=PLlXxzjCQJasp6UCk64IvYz-LxaY1H6eEH&index=7

Schritt 3 (Parameter b)

=  Die Periode der Sinusfunktion ist p = I%nl' Markiere nun mit einer Farbe im ,Periodenabstand” weitere

Nullstellen links und rechts auf der x-Achse. Genau in der Mitte jedes Periodenabstands befindet sich eine

weitere Nullstelle (andere Farbe!).

Schritt 4 (Parameter a)

= Zwischen zwei Nullstellen verlauft nun der Graph entweder oberhalb oder unterhalb der x-Achse (bzw.
der Gerade y = d). Ist a > 0, so ist die erste Phase vom Graphen oberhalb dieser Gerade & in weiterer
Folge wechselt dies immer ab (a < 0: umgekehrt!). Markiere diese Phasen jeweils mit einem + oder -.

= |n der Mitte von zwei Nullstellen befindet sich immer eine Minimum- bzw. Maximumstelle. Die Hohe des

Ausschlages gibt jeweils der Parameter a an! Markiere diese Extrempunkte und zeichne im Anschluss den

Graphen der Winkelfunktion.

Bsp. 8) Skizziere den Graphen der allgemeinen Sinusfunktion. Halte dich dabei an die Schritte 1-4.

a. f(x)=3-sin(2x)
 F(x)
3.-

=5n/2 2n -3n/2

3n/2

2n

wn
= ¢
(B

3n

b. f(x)=0,5"sin (O'S_. (x + g))

o
N
wv

—5m/2

o
o

n

3n/2
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fx) = 2-sin(3 . (x—g)) +2
$ i)
4+
34
2..
1 -+
X
+ + + + + + 4 + >
=2 -3n/2 -nm -w2 0 /2 T 3In/2 2m 5m/2 3m
_1 -

Bsp. 9) Gegeben sind der Graph der Sinusfunktion (blau) und der Graph einer allgemeinen

Sinusfunktion (strichliert) der Form f(x) = a - sin (b - x). Bestimme die Parameter aund b
IR )
31 2 \ 7~ 271 -~
\ I\ ,’ \ /N 7\
(REPY LA ;o\ / \ / \
\ I ;o vt \
| o ;o \ \
R i \
I l ' ' X‘ — T — T 3 1= o
. \ : ; X \ \
—3%/2 —1§2 D 3n2 T 4
1 AT ,'C\_I/;T 7 S Y \
-1K \ I \ / \ \
I 1 | | \N_7 a1 N N
1 i Vo 2
l't '#" \ LI
\ \ !
] \ \/
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4. Harmonische Schwingungen s(t) = A - sin(w - (t + ¢))

Video 7/7

Unter einem Federpendel versteht man einen an einer Feder befestigten Korper, der um eine
Ruhelage schwingt. Tragt man die Abstdnde des Korpers s(t) von der Ruhelage entlang einer

Zeitachse auf, so entstehen Sinusschwingungen. Dies kann mit Hilfe der allgemeinen Sinusfunktion
beschrieben werden. Die Parameter a, b und c bekommen im physikalischen Kontext spezielle

Bez

eichnungen:

Aus f(x) = a-sin(b-(x +¢)) wird s(t) = A-sin(w - (t + ¢q))

Amplitude A

/

/

Ruhelage

Schwingungsdauer T (in sek)

Zeitdauer einer (vollen) Schwingung

Begriff Pendelbewegung Einheit
Die Ruhelage ist derjenige Funktionswert, um den die Funktion (bildlich
Ruhelage gesprochen) ,schwingt”. Sie liegt in der Mitte zwischen dem héchsten und
niedrigsten Funktionswert.
t. Zeit beschreibt die vergangene Zeit seit Beginn der 1s
Beobachtung
L beschreibt den Abstand des schwingenden Kérpers (in
s(t)... Elongation in Meter (m) Meter) zur Ruhelage zum Zeitpunkt t Im
. . groRte Entfernung des schwingenden Korpers von der
A ... Amplitude in (m) Ruhelage (=gréBte Auslenkung) Im
w .. Kreisfrequenz Anzahl der Schwingungen bzw. Perioden im Intervall
9 [0; 27]
Phasenverschiebungszeit Verschiebung des Graphen um ¢, Sekunden nach
Po - & links.
1s

Frequenz f

Zahl der Schwingungen pro Sekunde

1 Hz (Hertz) = 1s7 1

THEORIE: Winkelfunktionen
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https://www.youtube.com/watch?v=POecghrs--Y&list=PLlXxzjCQJasp6UCk64IvYz-LxaY1H6eEH&index=9

Zusammenhang: Schwingungsdauer und Frequenz

Fiir der schwingende Korper f Schwingungen in einer Sekunde aus, dann dauert eine Schwingung}lr

Sekunden. Daraus folgt:

Zusammenhang: Frequenz und Kreisfrequenz

Pro Sekunde legt der Kérper auBerdem f = % Schwingungen zuriick, da w die Anzahl der

Schwingungen in 2t Sekunden angibt.

@ 2
=— > w=2n
f=o f
Bsp. 10) Der Graph einer harmonischen Schwingung der Form s(t) = A - sin(w (t+ (po)) ist
dargestellt. Bestimme die Amplitude, die Schwingungsdauer, die Frequenz und die Kreisfrequenz
der Schwingung (tin s, s(t) in m). Gib die Funktionsgleichung an.

T

02 84 06/ 08 12 [14 16\ 1.8 1 v 5 N‘
-2

A e
100
80
5
60
40
20 =5m 5m 10 15m
0 ¥ “ =5
=20
40
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Bsp. 11) Gegeben ist die Funktionsgleichung einer harmonischen Schwingung (s(t) in m,t in s). Gib
die Amplitude A, die Kreisfrequenz w, die Frequenz f und die Schwingungsdauer T an.

a.

s(t) = 3 - sin (13¢t)

b. s(t) = 8- sin (5t)

C.

s(t) =4 -sin(2-(t+2))

d. s(t) =15 -sin(3-(t—4))

THEORIE: Winkelfunktionen
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Bsp. 12) Beschreibe, wie sich die Amplitude, die Schwingungsdauer bzw. die Frequenz einer
Schwingung dndert, wenn man von der Elongation s; (t) zur Elongation s, (t) Ubergeht. Skizziere die
beiden Graphen im Intervall [0; 2] mit der freien Hand in einem gemeinsamen Koordinatensystem.

Kontrolliere mit GeoGebra.

a. s;(t) =sin(t) s, (t) = 3 - sin(4t)

b. s;(t) = sin(t) s, (t) = 0,5 - sin(0,25t)

THEORIE: Winkelfunktionen
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